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PREFACIO 


Tradicional monte, la teoría de homologías desempeña un papel 
fundamental en la exposición do los principios de la topología. 
A partir de H. Poíncaré. quien fundó las bases de la topología, la 
teoría de homologías so considera como una baso inicial de los mé¬ 
todos do la topología algebraica. En la tooría de homotopías sólo 
el grupo fundamental y los cubrimientos se refieren, por tradición, 
a estos pcincipios. Prácticamente, lodos los manuales clásicos 
iniciales de topología (entre los cuales el mejor es. a juicio do los 
autores, el libro «Lohrbuch der Topologie» de H. Scifort y W. Threl- 
fall) comienzan con exponer la teoría de homologías de una u otra 
claso de los complejos. Solo en una etapa posterior (además, desde 
el punto de vista de la tooría do las homologías), so consideran la 
teoría de los espacios librados y ol problema general sobre la clasi¬ 
ficación do las clases horaotópicas de aplicaciones (teoría de las 
homotopías). Al mismo tiempo, los métodos de la topología de 
variedades diferenciablos, que comenzaron a desarrollarse intensiva¬ 
mente desde los años 30 (Whitney y otros), pormiton reconstruir 
por completo la exposición de los principios fundamentales de la 
topología moderna. Desdo un nuevo punto de vista más próximo al 
análisis clásico, resulta primaria la teoría elemental de las varie¬ 
dades suaves para basar en olla luego la teoría de las homotopías *) 
y de los espacios librados suaves. Más aún, durante los años 70 se 
aclaró que precisamente este complejo de las ideas y de los métodos 
topo lógicos tiene aplicaciones fundamentales en distintas partes 
de la física moderna. Por eso los autores consideran como necesarios 
los matcrialos didácticos de topología en primer lugar, precisamente 
los principios de la teoría de las variodades suaves, la teoria de las 
homotopías y los espacios librados. Estos materiales han sido inclui- 


• Por le visto, las primeras nociones sobre topología pertenecientes a 
Causa, Biemann y Poincaré. surgieron también sobre esta baso. Por on aquel 
entonces resultó imposible tal construcción de la topología. Poincaré descubrió 
la teoría de homologías de los complejos simpliciales que permitió dar completa¬ 
mente otra construcción exacta de los fundamentos de la toplologia algebraica. 
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Prefacio 


dos en el manual de B. A. Dubrovin, S. P. Nóvikov, A. T. Foraenko 
«Geometría moderna», parle II. En este libro, suponemos conocidos 
estos materiales. 

La resolución de problemas más complejos de la misma topología 
(cálculo de los grupos bomolópicos. clasificación de las variedades 
suaves, etc.), al igual que numerosas aplicaciones de la técnica 
algobraico-topológica a los problemas do la geometría algebraica 
y del análisis complejo, exige un desarrollo de largo alcance, precisa¬ 
mente de los métodos de la teoría de homologías. En la literatura 
especializada actual sobre topológica no hay libros que posibiliten 
el complejo aprendizaje de los métodos do la teoría de homologías 
en sus aplicaciones intratopológicas arriba mencionadas. El presente 
libro tiene por objeto llenar parcialmente esta laguna. 

Al exponer la teoría de homologías, los autores han Iralado de 
evitar, en la medida de lo posible, el lenguajo abstracto del álge¬ 
bra liomológica. para que el lector siempre tenga presente que homo¬ 
logías, ciclos y fronteras son imágenes geométricas concretas. En 
algunos casos, por ejemplo en la parte dedicada a la sucesión espectral, 
esta restricción voluntaria lleva a algunos defectos en la exposición 
difíciles de superar. Pero una sucesiva exposición del lenguaje y 
de los métodos del álgebra liomológica moderna, como demuestra la 
experiencia, llevo o peores defectos, complicando la compresión del 
sentido geométrico do la teoría de las homologías. Algunos métodos 
fundamentales de la topología algebraica moderno (la técnica de las 
sucesiones espectrales y de las operaciones cohomológicas) se han 
expuestos sin explicaciones exhaustivas que llevarían al aumento del 
volumen de la obra. Recordemos que el empleo de estos métodos se 
basa sólo en las propiedades formalmente algebraicas do las magni¬ 
tudes que forman parle de ellos, y no se utilizan construcciones explí¬ 
citas de estas magnitudes, dadas en el proceso de la argumentación. 
Al final del libro se aplican los métodos de la topología algebraica 
al estudio de las propiedades profundas de clases características 
y estructuras suaves en las variedades. Según la ¡dea de los autores, 
esta obra debe permitir e inducir ai lector a recurrir a 1a literatura 
topológica moderna. 



CAPITULO 1 


HOMOLOGIAS Y COHOMOLOGTAS 
RECETAS DE SU CALCULO 


§ 1. Grupos de cohomologias como clases de formas 
diferenciales cerradas. Su invariación homotópica. 

Uno de los más importantes invariantes homotópicos do varie¬ 
dad son sus grupos de homologías que ya fueron utilizados en el 
§ 19 y §§ 24. 25. parto II dol libro (1). Pasemos ahora a sus defini¬ 
ciones sistemáticas. 

llay varios métodos para determinar los grupos de homologías. 
Al principio, examinemos la determinación de las homologías por 
las formas diferenciales (véase íi 1. parte II. $ 25). 

Examinemos las forma» diferenciales cerradas del grado le sobre 
una variedad M" (recordemos: el índice n muestra la dimensión 
de la variedad), que tienen localinento la forma: 

(o= 2 i. di'' A • • • A di 1 *, eIu>-’0. (1) 

«■<. 

So llama oxacta (o colioinológica cero) una forma diferencial cerrada, 
si te = dio’ , donde ui‘ es una forma de grado k — 1 (recordemos que 
d (do/) - 0 (ll|. parte 1. 5 25). 

MiPixiCtON 1 *). Se llama grupo (espacio lineal) de cohomolo¬ 
gías //" (M n ; IR) el grupo cociente do todas la» formas cerradas del 
grupo k por el suhgrupo de formas exactas. En otras palabras. 
j¡h ( i/", ir) son i-jases de equivalencia de las formas cerradas con 
exactitud hasta las exactas: 

to, ~ (Oj si (iij — o >3 = du>’. (2) 

La propiedad más simple de los grupos de cohomologias es la 
siguiente. 

afirmación 1. Para cualquier variedad M u el grupo II o (.1/": Ji) 
es un espacio lineal de dimensión q, igual al número de trozos conexos 
( componente) de los cuales consta la variedad. 

*) Encontraremos en adelanto vanas definiciones de grupos de homo¬ 
logías y cohomologias con unos u otros coeficientes. Ya que estas definiciones 
llevan al mismo resultado (Véase más abajo §§ 6. 14). no introducimos conscien¬ 
temente ningún índice que muestre el origen de unas n otras homologías. 
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Cap. 1 Recetas del cálculo de homologías 


demostración. Las formas del grado 0 son funciones escalares 
/ (x) sobro una variedad. Si la forma del grado 0 es cerrada, entonces 
d¡ ( x) = 0. Esto significa que la función / (x) es localmente cons¬ 
tante, es decir, es constante en cada trozo conexo de la variedad. 
Las formas cerradas de grado 0 son simplemente un conjunto de q 
constantes, donde q es el número de trozos. La afirmación queda 
demostrada, ya que aquí no hay formas exactas. 

Si hay una aplicación suave de las variedades /: Mi M.. 
entonces está determinada tal aplicación de las formas <o —*-/* (w) 
que d (/*6>) = /* (do) fTlJ. parto I, § 25). Por eso está determinada 
la aplicación de los grupos do cohomologías 

/*: //* (Af t i R) — Il k ( V/,; IR), (3) 


porquo las clasos de equivalencia pasan do uno a otro (por medio 
de la aplicación /* las formas cerradas quedan cerradas y las exactas, 
exactas). La aplicación /* es un homomorfismo de los grupos de coho- 
mologias. 

Tiene lugar el siguionto 

teorema i. Si son dadas dos aplicaciones suaves 

U : *!/i -*■ •'/* y 

y estas aphraciones son homo tópicas, entonces las aplicaciones de grupos 
de cohoinologías /* y /' coinciden: /* =■ fi : //" (M t \ 01) -*•//* (.17,; R). 

demostración Sea dada una homolopia suave F\ ,\T¡ X I -*• AL,, 
donde / es un s n graínto. I^(^lyí , (x, 1) = /, (x), F (x. 2) = 
= / j (a:). Cualquiera forma diferenciada Q de grado le sobro M X / 
puedo sor escrita así 

Q = A dt, S|w,*<U|(lJ. M) 

donde «, os una forma de grado k que no contiene entro las diferen¬ 
ciales dt. y (o 2 una forma de grado k — 1. que no contiene entre las 
diferenciales at (las coordenadas locales en Af t X I se eligen siempre 
en forma (x l .x", t) — (*• t). donde (x 1 .x") son coor¬ 

denadas locales sobre ,1/). Sea o) cualquier forma de grado k sobro 
la variedad M t . Entonces, la forma F* («) = Q = coj + a>¡ A <&. 
donde tenemos localmente 

<e 2 = S a,, .. , . (x, í) dx>‘ A • • - A dx'h-i, 

"i = 2 b }l ... i (x, t) dx>< A • • ■ A d* lk - 

ÍK-.<J k 





§ 1. Cohomologias como clases de formas cerradas 


11 


Definimos la forma DO del grado k — 1 por la siguiente fórmula 
(localraente): 

2 2 

DO =- 2 ( j «¡, ...**_,(*• t) díjár** A ... A dx'*-t= [ (Ojáí. 

•«•••<«),-> i i 

(5) 

DO es la forma de grado k — 1 sobre la variedad .1/! X I. Tiene 
lugar el importante 

lema i. Es justa la fórmula de la <Jwmotopía algebraica » (véase 
ol § 2): 

d (D (f' (co))> ±D(d (P* (cu))) = F\ (co) - ft ico). (6) 

demostración Mostremos que para cualquiera forma Í2 sobre 
M, X / os justa la fórmula 

dD (fí) ± D (dO) = Q - O |,.i. (7) 

Calculemos dD (O), dondo Q = co, -h <o, A Tenemos localmonte. 
por definición 

dDO = 2 S(j— —*=>■*) dr 1 A A ••• A 

ii<...<n_, j i 

DdQ = D(dw ¡ ) + D(d<o s /\dt) = 

= d( 2 2 “ r, -, ~ A-A i*>' A • • • A. d.r>k + 

Ob- x x 

+ 2 ■ di A ds" A A d,*) + 

+ o{ 2 A*- 1 »- 1 A*). 

. i»-i p 

De aquí vemos que 

dDQ-r(-l)**>DdSl=± 2 («>„ ...,*(*,2)- 

— b¿, ... Í)* J * A A <fa J * = £2 |i-2 —Í2 |,=|. 

La fórmula (7) queda demostrada. Si ahora í¡ •= F* (cu), entonces 
O lc ~2 = /$ («o). Q | (=1 — /* (cu). El lema queda demostrado. 




12 


Cap. 1 Recetas del cálculo de homologías 


Volvamos a la demostración del teorema. Sea dada una forma 
cerrada io sobre M., (es decir, dio — 0). Entonces tiene lugar la igual¬ 
dad 

/!í l“) —/!(<») = dOF* «o) ± OdF* <ü>). 

Sin ^embargo. dF* (<o) - F* (duí) = 0. Por eso tenemos /> (ro) — 
— /* (<“) = düF* (<u), es decir, la diferencia de las formas es exacta. 
Esto significo, por definición, que los homomorfismos 

IJ: H u (.1/,; K) y ;S : //* IM t : R) 

- H h (J/ i: <%) 

coinciden sobre las clases de equivalencia (de cohomologías). El 
teorema queda demostrado. 

Kccordomo* (véase [11, parto II, § 17). que dos variedades se 
llaman homotópiras equivalentes, si existen tales aplicaciones 
(suaves) /: .1/ a —*- .1/ a . g: .V/ 2 —*■.!/,. que ambas superposiciones 
le- y el: .1/,-► .1/, son homolúpicas a las aplicaciones 

idénticas- 

—*• .1/, [x —*• x). M . —► M. (j/ *-► y). 

Por ejemplo, el espacio euclídeo Pt“ (o el disco U" a» 


= {H ( fí 1 }) es equivalente lioniolópicnmente a un punto. 


La demostración consiste en que (o O") está deformando por 
si hacia un punto. Esto significa exactamente que una aplicación 
idéntica J: R" V, donde x — x. es homotúpica a ln aplicación 
constante !R" 0 (en un punto). 

teorema 3 Las variedades homolópicas equivalentes tienen Iguales 
grupos de cohomologias. 

demostr xciMi Sea que las aplicaciones/: A/, M t , g: A/ s —» ,1/j 
establezcan una equivalencia homotópica. Consideremos las apli¬ 
caciones /*: H h (M t ) — H k (I/,) y g: //* (. 1 /,) fí k (A/,). Como 
las aplicaciones / g y gf son homotópiras a las idénticas, los homo¬ 
morfismos (/g)* = g*/* y (gf)’ = l*g* son exactamente homomorfis¬ 
mos idénticos de los grupos do cohomologias. según el teorema 1: 


1 - «■*/*: U k (Mt) -* H" ( ’/j). 
1 = /*g*: H h (.1/,) — (A/,). 


De aquí so deduce, que los mismos homomorfismos /* y g* son 
isomorfismos, además, recíprocamente inversos: /* = (g*)-‘. El 
teorema queda probado. 

observación Según el teorema demostrado, se pueden de-ter¬ 
minar los grupos de cohomologias para todos los espacios de X, 
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para los cuales existe una variedad AI o X, que se anuda hacia este 
espacio, tomando 

11“ ( X ; 51) = H" (.«»: R). (8) 

Por ejemplo, el ocho no es una variedad, pero para él se puede 
determinar los mismos grupos do cohomologías. que. por definición, 
para un campo R a \ (Q, (J Q¡) (véase la figura 1). 



conoLAmo i. Los grupos de cohomologías de un espacio euclldeo 
R" o de un disco D" son los mismos que los de un punto, es decir, 
H h (it") es trivial, si k > 0. H“ ft'') = R es un espacio lineal uni¬ 
dimensional. 

Do aquí se deduce el llamado «lema de Poincaró»; localmente, en 
una región cerca de cualquier punto sobre una variedad AI", toda 
forma cerrada <o (do» = 0) os oxacta: o» = do»', dog o» > 0. En 
efecto, elijamos un disco D" en coordenadas locales con cenlro en 

un punto Q: — -Tu) 1 ^ e} y empleemos en el disco el coro¬ 

lario 1 de que H k ( D ") = 0. para k > 0. 

Para k = 1 el lema de Poincaré es bien conocido del curso de 
análisis matemático. Para I-formas u> = /* dr í '. do» = 0, tenemos 

i' 

o» = dP, donde P (P ) = \ ¡ h dzA, por un camino que va del pun- 
0 

to Q al punto V en el disco O". 

Calculemos ahora las cohomologías de una circunferencia 5'. 
afirmación 2 . Los grupos de cohomologías de la circunferencia 
son 

If“ (S l ;H) = 0. A- > 1; (9) 

//■ (S‘; R) - R: H° (5>; R) = ül. 
demostración. Es evidente, que las cohomologías de S l son tri¬ 
viales (iguales a cero), si k > 1. Luego, H° (S 1 ) = It, porque la 
circunferencia es conexa. Para calcular un grupo //' (5‘) introducimos 
una coordenada ip, donde <p y <p 4- '¿nn representan un punto de la 
circunferencia para n enteros. La forma del grado 1 es una forma del 
tipo a (ip) d<p = (o, donde a (<p) es una función periódica a (<p + 2it) = 
= a (cp). Siempre da> = 0. ya que la dimensión de la circunferencia 
es igual a 1. ¿Cuándo os exacta la forma a (tp) dq>? Esto significa que 
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a (íp) di f = dP. donde F (cf) es una función periódica. Es evidente 

que F (<[) = \ a (xf) ¿hj: + const. Así, la función F (cp) es periódica 
o 

si y sólo si so cumplo la condición ^ a (»|-) thf = 0 , ó |b=0. 

i> s, 

De esta manera, la forma del grado Ico — a (q>) dtp sobre la cir¬ 
cunferencia es exacta si y sólo .si se cumplo la condición j <o = 0. 

Por eso. dos formas o>, = a (tp) dq> y (o 2 = b (q.) dtp determinan la 
misma clase de cohomologias cuando y sólo cuando j u>, = J o» 2 . 

Así tenemos U 1 ( S l ; R) = 1. La afirmación está demostrada. 

corolario Los grupos de cohomologías de un plano euclídeo sin 
el punto R a \Q (o sin anillo) son los mismos que tiene la circunferencia 
y del Upo 

H k (R a \<?) = 0. k > 1; II' (R a \<?) = //« (Jt a \<?) = R. (10) 
OBSERVACION. Indiquemos un método más de cálculo de coho- 
mologtns de una circunferencia. A cada forma o> (q>) = a (tp) dtp 
le confrontemos una forma «media» 

2n 2n 

j «■> (ip - 1 - t) dx =r ~ [ j a i<p -f* x) dx J dtp. 

afirmación 3 La forma te es cohomológica a la forma o>. 
demostración. La forma w (cp + x) es inducida por la aplicación 
<p-*-<P+ x de la circunferencia S‘ en sí misma. Esta aplicación es 
homotópica a la idéntica. Por eso (O (q.) ~ 0 ) (qi + x). La suma 
integral para (o se de tipo 

"Sf S “ (<P + 1 ,) Ax ( ~ lo (<p). ~ 2 Ax, •»o>(<p). (41) 

i i 

Por lo tanto, cada suma integral de este tipo es cohomológica a <o. 

La afirmación queda demostrada. La forma iu es de tipo <o(«p) = <xd<p, 
2 n 

donde a «constJ a(i|*)d\p. En realidad: 
o 

2n 

®(v )[) a(<p+T)dT ] d v = 

o 

2 *+<* 2 n 

= 17T [ 1 = í 
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(En este caso se dice, que la forma to (q) es invariante respecto a las 

rotaciones: <o (cp 4- q o) = «■> (<p).) 

Así, a cada clase de cohomologías to le confrontamos una forma 

invariante (respecto a los rotaciones) to. es decir, un número real. 
Es evidente, que ésta es una correspondencia biunívoca. y obtenemos 
(S*) = H. 

Más abajo se mostrará, cómo se puede generalizar el razonamiento 
citado para calcular cohomologías de los espacios homogéneos com¬ 
pactos. 

afirmación 4 La variedad orientada cerrada de Riemann M n tiene 
un grupo de cohomologías IP * (M") no trivial. 

demostración Examinemos un elemento de volumen £2. donde 
(localmente) tenemos: £2 = V I g I dx' A • • • A di'“. Si el con¬ 
junto de los dominios de coordenadas locales se elige según la orien¬ 
tación (es decir, todos los jacobianos de las funciones de la transición 
son positivos), entonces fi es la forma de grado n diferencial, y, 
con eso, tenemos | £2 > 0 (es volumen de la variedad .tí"). Es evi- 

dente que dQ = 0, porque el grado de forma £2 es igual a n. Si fuera 
£2 —• tito, entonces tendríamos, según la fórmula de Stokes 

j to = j[ dto = J £2 = 0 (12) 

<).v" M n M n 

(puesto que M" es cerrada y no tiene frontera). Obtenemos una con¬ 
tradicción. La afirmación queda demostrada. 

Observación Si la variedad cerrada AA" es no oriontable (por 
ejemplo. A/ 4 = IP 1 ). entonces, el grupo H n (A/“; 11) es trivial; 
esto se demostrará en el § 3. En particular, un elemento de volumen 
£2 = ( I g | di* A • • • A da:” en el caso del cambio con un jaco- 
biano negativo, no se manifiesta como una forma diferencial. 

n 

Sea //* (.V/") = 2 Ii k (M n ) una suma directa de grupos do cobo- 

A=0 

mologias. Introduzcamos en el grupo //* (A/") una estructura de 
anillo. 

afirmación. 5. Sean to,, io, formas cerradas. Entonces, las formas 
to, /\ m a y (to, 4- da) A <o 2 son cerradas y cohomológicas. 

demostración Según la fórmula de Leibniz (véase [11. parlo I, 
§ 25), tenemos: 

d (to' A “s) = dea' A <o 2 ± to' A dto, — dtst' A w i- (*3) 
Por eso 

(to, 4- dto') A = “i A “i + d (“’ A <■>*)• (!^) 

La afirmación queda demostrada. 
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Conforme a esta afirmación, el produelo exterior de las formas 
determino correctamente la multiplicación en H* (Sí")- De esta 
manera, obtenemos un anillo de cohomologías de la variedad Al". 
Si ce, ¿ //'‘ (A/ u ), o> 2 € H q (-'/"). entonces el producto w,w 2 so 
encuentra en el espacio IP"** U\T“). liste producto tiene ln siguiente 
propiedad do anticonmutatividad: 

uj L ,oj, = (— l) 1 '* o),io s . 115) 


Aclaremos el sentido geométrico de los grupos do cohomologías; 
las definiciones exactas las daremos en los siguientes párrafos. 

Si Ai" es una variedad arbitraria y u os una forma de grado le 
cerrada, entonces sus «integrales por ciclos» son determinadas. Esto 
so puede comprender, por ejemplo, así. Sea M k una variedad cerrada 
orientable A-dimensional. Como «ciclo» en la variedad M“ compren¬ 
demos. por ahora, una aplicación suave /: M k — *- Al”, es decir, el 
par (Ai*. I). 

definición ¿ Al periodo de la forma m por el ciclo (Af . /) lo deno¬ 


minaremos con la integral ^ /*<■ 


M* 

Sea A'"* 1 una variedad arbitraria orientablo con borde M = 
= ¿ijV h + 1 . El borde es una variedad cerrada orientable (consistente, 
posiblemente, en varios trozos). Como «película» comprendamos una 
aplicación P: N"+' —- Af. Tiene lugar el siguiente 

teohf.ma J a) Para cualquier ciclo (.lf h , /) el periodo de la forma 
exacta o) = do)' es Igual a cero. 

b) Si el ciclo (M k . f) es una frontera de la película (A'* +l , P). 
donde M k es una frontera de iV*> 1 y P | M » = /. entonces, el periodo 
de cualquier forma cerrada por tal cielo (A/*. /) es Igual a- cero. 

dfmostf ación a) Si o) = dio'. entóneos, según la fórmula de 


Stokes. tenemos 


\ /*ü,= \ /*(du)')= \ d(/*o>')= ( /*(«.') = (). ( 16 ) 

si» SI* si»* "JU* 


ya que la variedad M k no tiene frontera. 

b) Si M k os una frontera de N k ~' (tomando en cuenta las orienta¬ 
ciones) y F | M * = /, entonces, según la fórmula de Stokes. tenemos 

\ f*o) = [ d/-*(«o)= \ F* (ií<u) = 0. (17| 

SI* iv *» 1 .v*“ 


El teorema queda demostrado. 

Mostramos, sin demostrar, un importante hecho: si los períodos 
de una forma cerrada por todos los ciclos son iguales a cero, entonces, 
la forma es exacta (véase abajo el § 14). 
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ejemplo. Sí M n = S" es una esfera, entonces, U k (S") — 0 
cuando k 0, n. 

demostración. Si k > n. la afirmación es evidente por defini¬ 
ción. Si 0 < k < n y ( M h , /) es un ciclo cualquiera, entonces, por 
el teorema de Sard (til. parte II, § 10), la imagen / (M k ) no cubre 
siquiera, un punto <? 6 S*. Por eso, el ciclo (A/*, /) se encuentra, de 
hecho, en H" = S’\í. Ya sabemos (lema de Poincaré) que en 
R n cualquier forma es exacta. Por eso todos los períodos son ¡guales 
a cero, si 0 < k < n. De ahí que H h ( S n ) = 0, cuando 0 < k < n. 

Otra conclusión de esto hecho puede ser obtenida del razona¬ 
miento análogo al cálculo de cohomologías de la circunferencia S l 
(más arriba). Utilizando un grupo de movimientos SO (n 4- 1) 
sobre una esfera S' se puede reducir cualquier clase de cohomologias 
a una forma cerrada invariante con relación a SO {n + 1) sobre la 
esfera 5'*. Laforraa invariante* so determina por el valor en un punto 
do la esfera y en oste punto tiene que ser invariante con relación 
a un grupo estacionario SO ( n) cr SO (n + 1). Talos formas de w 
no existen, excepto las dimensiones cero y n (jcompruébesel). 

De manera análoga calculamos las cohomologias de grupos de 
Lio y los espacios simétricos. 

Recordemos (véase fl). parle II, § (i), que un espacio homogé¬ 
neo XI de un grupo G con un grupo de isolropía H se llama simétrico, 
si en ol grupo G os dada una «involución», es decir, un automorfisino 
/; G -*G. I 1 =» l tal, que / l„ = 1 (los puntos del subgrupo II son 
Inmóviles respecto al automorfi.smo /). Con esto, la ecuación I (x) — 
" x para los x próximos n 1, da solamente los elementos del sub- 
grupo II. 

Sobro tal variedad homogénea M se determina la «simetría» 
s x con relación a cualquier punto x, donde sj = 1. Lo aplicación s x 
de la variedad M en si misma so da así: sea g (x) un punto cualquiera 
do .1/; hacemos 

g (x) s x (g (x)) = f (g) (x); s x (x) = X (cuando g = 1); (18) 

donde g os un elemento cualquiera del grupo G que actúa en ,1/. 

La aplicación s x para cualquier punto x se determinó correcta¬ 
mente, al mismo tiempo ( s x ). es una aplicación de un espacio tan¬ 
gente on el punto x respecto al origen de las coordenadas (véase Pi], 
parte If. § G). En particular, cada grupo compacto de Lie G es un 
espacio simétrico del grupo G X G. La acción del grupo fixCse 
determina así: 

T () .hi{x) = gxh-'. (19) 

La involución II tiene la forma: I íg. h.) = (h. g). El subgrupo If 
es una diagonal {(g, g)}. La simetría s x con relación a la unidad del 
grupo G. x -= e, se determina por la fórmula 

fc) = g~‘. 


2 — n 11 


(19') 
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En cualquier espacio homogéneo se eligen tales formas invarian¬ 
tes diferenciales, que g*o> — 01 ; g es cualquier elemento de G. 

La diferencial dio de una forma invariante otra vez se representa 
como una forma invariante: 

g* du> = dg*<o — dio. (20) 

El producto <o, A “a de dos formas invariantes es invariante 
también: 

g* (cu, A Wj) “ 8*<>h A = “i A “ 2 * 

Por eso so determina el anillo de las formas invariantes del espa¬ 
cio homogéneo M. Resulta que para cualquier espacio homogéneo 
de un grupo compacto de Lie conexo el anillo do cohomologías puedo 
sor calculado sólo con ayuda do las formas invariantes. Al mismo 
tiempo, para los espacios simétricos tiene lugar una afirmación más 
fuerte: 

teokema 4. Sea M un espacio compacto simétrico de un grupo com¬ 
pacto de Lie G. Entonces: 

a) cualquier forma invariante sobre Al es cerrada , 

b) cualquier forma cerrada sobre M es cohomológica a la inva¬ 
riante: 

c) una forma Invariante (no nula) nunca es cohomológica a cero. 
demostración, a) Sea u> una forma invariante de rango k. Con¬ 
sideremos la forma sjio = io. Mostremos que forma o> es también 
invariante. Por la igualdad (18) tenemos: 

s x T, = T, t * x (T,~g) (22) 

En realidad, si y = T h (z), entonces 

Li f s x T h ( x ) = TigT i„ (z) = I’iijm (x). 

y 

gT A (*) = gh (*)» 

s*T gfí (x) = T nihl (xi - s,T t (y) = T tg s x (y). 

Entonces 

r jé)=rjspú *=(s x r,)*<o=tsn¿u - <», 

es decir, la forma io es invariante. 

Como s x determina la aplicación sobre un espacio tangente en un 

punto x, entonces, u U = (—l)*e> L- 

Como las formas te y ce son invariantes, la última igualdad es 
justa para cualquier punto x; 

w— (-—!)*«» 


( 22 ) 
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Por eso d<ú = (— l) k dta. Pero las formas da y día de ran^o 

k + 1 son también invariantes, mientras que s* dio = día. 

Por oso 

dio = (— l)*’ 1 do (24) 

debido a los mismos razonamientos expuestos arriba (el rango de 
estas formas es igual a le + 1). En consecuencia dea = 0; la primera 
parte del teorema queda demostrada. 

b) Sea cerrada la forma ce sobre una variedad M: día = 0. 
Sobre el grupo G. debido a la compacidad, existe una métrica inva¬ 
riante (métrica de Killing) (véase (1), parte I. § 24 y parto ff § 8). 
Esta métrica determina un elemento invariante de volumen que 
designemos por d|c (g). 

du (hg) = du (g). (25) 

Normalicemos un elemento de volumen sobre el grupo G do tal 
manera que el volumen de lodo el grupo sea igual a 1: 

1 ,26) 

Determinamos por la forma o> la forma w. haciendo 

| r¡,*ln(ff). ,27) 

Comprobemos que la forma w es invariante y eohomológiea n la 
forma a>. Calculemos la forma Pico. Tendremos 

= j rtgiu du (g) = j Tlgto rffi (hg) « \ T¡.o, du (g l ) = w, ,28) 
o C c 

donde hacemos g' = hg, tal sustitución del variables es suave e in¬ 
vertí ble. 

Así. la forma u> es invariante. Mostremos que las formas oí y <e 
son cohomológicas. La aplicación T g de la variedad M en sí misma 
es homotópica a la idéntica. Fn efecto, sea g (l ) una curva on un 
grupo G. que liga un punto g con una unidad del grupo (recordemos, 
que el grupo G es conexo) Entonces, T fU , es la liomotopía buscada. 
Por eso las formas 7¿co y o> son cohomológicas on virtud del teore¬ 
ma i: tu ~ oí. Por consiguiente. 

o>= | 7> <f[i (g) ~ [ rfp (g) = o 1 duig)=ta. (29) 

G O ti 

La segunda parte queda demostrada. 
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c) Vamos a demostrar ahora, que iiua forma invariante sobre un 
espacio compacto simétrico no puede ser cotiomológiea a cero (si 
ella es no nula). Recordemos, que sobre la variedad M puede ser 
introducida una métrica de Ricmann (k¡j) que es invariante con 
relación a la acción del grupo G (véase (11. pacte II. § 8). La métrica 
do Ricmann sobre una variedad determina el producto escalar de las 
formas sobre esta variedad. El cuadrado escalar de la forma co es 
igual a 

(uj, m) - \ <" A * ‘o. (30) 

ii 

Este valor siempre es mayor que cero si co=^0. En efecto, si 
<0 = ¿ ai,... udx 1 ' A ••• A<k'\ entonces 

Ij A »<..«= ( h l, >‘ ... ik VTidx 1 A ■ • • A dar” > 0 

(aquí h lj es una matriz inversa a h tl , k = dot (/*</). n = dim Ai). 

Sea co una forma invariante. En vigor ilo invariación do la mé¬ 
trica ( h ,,) todos los operadores TJ conmutan con el operador *. Por 
eso la forma «oíos invariante también y. por consiguiente, es cerra¬ 
da: d * co = 0. 

Supongamos co = dio'. Entonces, d (io' A * ®) =” dui A * *> ± 
± co - A d * (o = co A • “• Por oso. según la fórmula de Stohcs, 
leñemos 

{lo, io> «= ^ co A *<«“ \ d (<»' A *io) = 0. (31) 

M »i 

Entonces, la forma (o es un cero idéntico. El teorema queda total¬ 
mente demostrado. 

Consideremos ahora algunos ejemplos. 

ejemplo i El toro T" — R"/r, donde T es un retículo entero 
numérico en ft n , ongendrado por n vectores linealraente indepen¬ 
dientes. El toro es un grupo de Lie a bel ia no compacto. 

Sean x*.x n coordenadas euclideas en R". Todas las formas 

del Upo dx l ‘ A • • • A dx'*> son las formas invariantes (respecto 
a los desplazamientos) sobre R”. Por eso ollas determinan los formas 
invariantes sobre el toro T n . Si la forma co = (x) dx 1 A • • 

, . . A dx‘* sobre el toro es invariante, esto significa que 

«¡i... i*(* + ») = «•■...•*(*). (32) 

os decir, los coeficientes de la forma co son constantes - 

a ¡,... 1 ^= cuasi. (33) 
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Así, cualquier forma invariante sobre T” es una combinación lineal 
con los coeficientes constantes de los productos exteriores de las 
formas dx 1 , dx 1 , . . dx". 

deducción, El anillo de cohomologías del loro H* (7’”) es un 
álgobra exterior A (Cj. .... e„) con las generatrices e„ .... e„ 
de grado 1. Aquí e¡ es una clase de coliomologías de la forma dx'. 

ejemplo 2 Un grupo de Lie compacto. Las formas invariantes 
sobro G son formas bilateralmente invariantes diferenciales sobre un 
grupo (respecto a los desplazamientos a la izquierda y a la derecha). 
Consideremos, al principio, las formas invariantes respecto a los 
desplazamientos a la izquierda sobre el grupo G. Demos un ejemplo 
de una 1 -forma invariante respecto a los desplazamientos o la izquier¬ 
da con valores vectoriales quo loma valores en el álgebra de Lio 3 
del grupo G : ai (g) = g- 1 dg. Para un grupo matricial G, donde g = 
= íí¡ii). dg = (dgt,,) es una matriz con elementos dgn,. f os también 
una matriz de las 1 -formas, e> = (aij*). 

Otra construcción de la misma forma <0 no emplea la realización 
matricial del grupo y por eso conviene para cualquier grupo G. 
Sea el vector | tangente del grupo G en un punto g. Actuando sobre g 
con un desplazamiento a la izquierda (L g -,)„ obtenemos un vector 
do un espacio tangente en la unidad del grupo, es decir, del álgebra 
de Lie 9 . 

Todo componente do la forma oí es invariante respecto a los des¬ 
plazamientos a la izquierda: 

(e (hg) = g-'hr'd ( hg ) = g-'dg - w (g). (34) 

Sea O 1 , . . ., i) N una base en un espacio de las 1-formas inva¬ 
riantes respecto a los desplazamientos a la izquierda. Para un grupo 
matricial en calidad de las formas 6 ' pueden sor tomados los compo¬ 
nentes de la forma o» = (01 «= g~‘dg escogiendo entre ellos los 

linealmento independientes. Por ejemplo, para un grupo G = SO (n), 
donde la matriz (oii*) es antisimétrica, en calidad de base pueden ser 
tomadas las formas ta lh , donde i < k. 

lema 2. El número N . o sea la dimensión del espacio de las i-formas 
Invariantes respecto a los desplazamientos a la izquierda, es igual a la 
dimensión de un grupo. 

demostración Cualquier 1-forma invariante respecto a los des¬ 
plazamientos a la izquierda 8 se determina totalmente por su valor 
sobre un espacio tangente en la unidad del grupo, además, este valor 
puede ser arbitrario. El lema queda demostrado. 

corolario. El espacio de las 1 -formas invariantes respecto a los 
desplazamientos a la izquierda , coincide con el espacio 9 * de todas 
las funciones lineales sobre el álgebra de Lie 3 del grupo G. 

Aquí el álgebra de Lie se considera como un espacio 1 angelito en 
la unidad del grupo. 
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lema 3 Cualquier k-forma invariante respecto a los desplazamien¬ 
tos a la izquierda o> posee la forma 

<»= 2 <*.,. .1,0“ A ... A 6'*. (35) 

donde son constantes 

demostración. En virtud del lema 2 la forma o> en la unidad 
del grupo puedo ser escrita así: 

(0 (e) = s a>>.. (e) A • • A 8** («)• (3*5) 

<*■•••«* 

Según la invariación respecto a los desplazamientos a la izquierda 
de las formas ce y 0‘, la igualdad (3l>) es justa en cualquier punto del 
grupo. El loma queda demostrado. 

cuiiolahio El álgebra de las formas invariantes respecto a los des¬ 
plazamientos a la izquierda sobre el grupo de Lie G es isomorfa al álgebra 
exterior A ( 3 *) por encima del espacio 3* de las funciones lineales 
sobre el álgebra de Lie 3 . En otras palabras, esta álgebra coincide ron 
un espacio de las funciones antisimétricas polilineales sobre el álgebra 
de Lie 3 . 

Arlaremos qué formas invariantes respecto a los desplazamien¬ 
tos a la izquierda son. al mismo tiempo, formas invariantes respecto 
a los desplazamientos a la derecha. Señalemos, que con los despla¬ 
zamientos a la derecha por h~ l . la forma <0 = g~'dg se transforma 
do la manera siguiente: 

01 d (gb~ x ) = huir 1 . 

De aquí es justo el 

lema'. La función anlisimétrtca polilineal <[■ (Á',, ... A'„) 
de A (3*) responde a la forma invariante respecto a los desplazamientos 
á la derecha si, y sólo si, es justa la igualdad: 

tp (h.X t in, .... hX k h~t) = ip (X, . X K ) (37) 

para cualquier elemento h del grupo G. 

deducción. El anillo de cohomologías de un grupo do Lie com¬ 
pacto conexo G coincide con el anillo A tny (9*) do las funciones 
antisimétricas polilineales sobre el álgebra de Lie 3 invariantes 
respecto a los autornorfismos interiores. 

Sea que ( , ) significa una forma de Killing sobre el álgebra de 
Lie 3 del grupo G. Determinemos la función 3-lineal Q (A', Y, Z) 
sobro el álgebra de Lie 3 , haciendo 

Q {X, Y. Z) = ([X. r.i Z). 


(38) 



§ t. Cohomologlas como clases de formas carradas 


23 


Esta forma es antisimétrica, debido a la invariación de la forma de 
Killing (véase til, parte I, § 24). Además, en virtud de la igualdad 
\hXh~', hYhr l ) = h [A, Y | A* 1 , la forma Q es invariante respecto 
a los automorfismos interiores del grupo G. Por eso es justa la 

afirmación 8 . El grupo IP (G) es no trivial para cualquier grupo 
de Lie compacto G con una forma regular de Killing (es decir , para un 
grupo no abeliano). 

ejemplo 3 . Sea M un espacio simétrico del grupo G; H, un grupo 
do ¡sotropía. Fijando un punto x en la variedad M, obtenemos una 

P 

aplicación G -r M, donde un elemento del grupo g pasa a p (g) — 
= Tg (x). Todo el subgrupo H (y sólo ól) pasa al punto x. Si co es 
una forma sobre la variedad .1/. entonces se determina una forma p*<a 
sobre el grupo G. Esta forma se anula sobre el espacio tangente al 
subgrupo 11. Cualquier clasojderecha contigua {gil} por el subgrupo 
H pasa a un punto, ol aplicarse p. Por eso la forma p*io es invariante 
rospocto a los des pía/a mi en tos a la derecha con ayuda de los ele¬ 
mentos del grupo H. 

Sea iü una forma invariante sobro la variedad .1/. Entonces la 
forma p*a> sobre ol grupo G es invarianto respecto a los desplaza¬ 
mientos a la izquierda. 

teorema a. El anillo de las formas invariantes diferenciales sobre 
el espacio homogéneo .1 T del grupo G con el grupo de isotroplu 11 es 
isomorfo al álgebra exterior /\ lnv ((g/A)*) (aquí h es el álgebra de Lie 
del subgrupo 11), es decir, al álgebra de las funciones antisimélrlcas 
polilineales sobre 9 , anuladas sobre h, invariantes respecto a los auto- 
nwrfismos interiores con ayuda de los elementos de 11. 

DG.MOSTit ación. A cada forma invariante o> sobre M le confronte¬ 
mos lo forma p*to sobre el grupo G. La forma p*i u es invariante res¬ 
pecto a los desplazamientos a la izquierda y se anilla sobre h, por 
eso determina cierto elemento de A ((S^O*)- La forma p*a> es 
invariante también respecto a los desplazamientos a la derecha 
en los elementos del grupo H. Es suficiente para esto, en virtud do 
la invariación respecto o los desplazamientos a la izquierda, que la 
forma p*u> sea invariante respecto a los automorfismos interiores 
en los elementos del grupo H. El teorema queda demostrado. 

ejemplo i Calculemos el anillo de cobomologias de un espacio 
complejo proyectivo: 

CP" = (/(»+ 1)/U (1) X U <n). (39) 

CP" es un espacio comparto simétrico. El grupo U (n -f 1) también 
es conexo y compacto. Por eso, el anillo de cohomologías CP" se 
determina por las formas invariantes diferenciales. 

Sean ( z °, .... s") coordenadas homogéneas sobre CP’ 1 , es decir, 
coordenadas sobre C n+1 \0, determinadas con exactitud hasta un 
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factor complejo no nulo. Consideremos en C"* 1 una 2-forma real 
diferencial 

a*-*- m 

h 

A la restricción de esta forma sobre la esfera S ín+ ': 2 | ** I 2 = 1 

fc -0 

también la designemos por Q. La forma íi es invariante respecto al 
grupo U (n ■+■ 1). Mostremos que esta forma se obtiene de cierta 
forma £2 sobre CP”: £2 = />*<o, donde p: 5 S "+' — CP" es una 
proyección natural. 

Hay que verificar que con las transformaciones 

a* dz 1 ' +-tz’' dqi), (41) 

z h -*■ di*->-e-'9(d2*—ü*dtf). (41') 

La forma £2 pasa en si misma. Sobre la esfera S 2 ’" 1 . donde 

B 

2^ ****®= 1, tenemos 2 2 *d;‘ +2?dz* = 0; por eso 

t2** aJ?— rS*‘A*fi‘+ 

+ f d, l A 2 < z * + 2* ¿I ' 1 ) = y S A rf**» 

Así obtenemos la 2-forma invariante ai sobre el espacio simétrico 
CP”. Todos sus grados exteriores co' 1 son distintos de cero cuando 
«, ya quo los grados correspondientes de la forma £2 también 
son distintos de cero ((verifiqúese!). 

deducción". El álgebra de cohomologías H* (CP”) del espacio 
complejo proyectivo CP" contiene en sí el álgebra de polinomios 
Cid)] de la generatriz o> de dimensión 2. además. a> , ’+ 1 — 0. 

En el § 4 so mostrará, que no hay otros elementos en H* (CP”). 

§ 2. Homologías de los complejos algebraicos 

definición t. Se llama complejo (complejo de cadenas o co- 
cadenas) un grupo abeliano C escrito aditivamente, si: 

1) El grupo C se representa como une suma directa C = 2 

Ir¿u0 

do sus snbgrupos C k de la dimensión o del grado k (so dice que el 
grupo C es graduado). 

2) Es dado un operador lineal (liomomoríismo) Ó: C h Cu*! 

tal, que dd s~ 0; el homomorfismo d aumenta (o reduce) la dimensión 
en 1 simultáneamente para todos los k: d (C*) cz C¡¡ + ¡o(d (C*) cz 
cz Si dCh c: dCi +1 , se trata de un complejo de «cocadenas». 

¡Si dC k c Ck-i, se trata de un complejo de «cadenas». 
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definición 2 . El grupo /¿-dimensional de homologías H k (€)• 
del complejo de cadenas C se denomina grupo cociente del grupo de 
ciclos ¿--dimensionales Z k = Ker ó (o sea dZ k = 0) por un subgrupo 
de fronteras B h = lm d = dC k+í (B k c: Z,,): 

H k ( C) = Z h /B h (1> 

Al grupo de cohomologías del complejo de cocadenas se lo llamará 
grupo cociente de los cocidos Z k = Ker d por cofronteras B k — 
— 0C k - k : 

U k (C) = Z k IB h . ( 2 y 

Al grupo completo de homologías 77, (C) o de cohomologías- 

77* (C) se lo llamará suma directa: 77, (C) = 2 -77 j> (C). o H* (C) = 

0 

= V //* (C). 

ejemplo i. El complejo de formas diferenciales C = S C» 

*-o 

sobre la variedad Al" es conexo ron cada variedad Al". Aquí C k 
son todas las ¿-formas (suaves) sobre la variedad M"\ el operador 
0: C k -*• C» +1 es un operador de la diferenciación exterior d = d. 
Las homologías do tal complejo se dvDoininahau en pl § 1 enhornóla- 
gias de variedad. 

ejemplo 2 Se determina un complejo de las formas invariantes 
diferenciales sobre un grupo de Lie o sobre un esjiacio simétrico. 
Todas estas formas son cerradas, por eso el operador O ^ des trivial, 
o sea. nulo. Del teorema 1.4 se deduce que las homologías de este 
complejo coinciden (para un espacio simétrico) con las homologías 
del complejo de todas las formas diferenciales. 

En los párrafos siguientes encontraremos una serie de ejemplos 
de los complejos. 

Sean dados dos complejos (C 11 *, «/*■>). (C' 1 ’. 
definición 3 El homomorfismo /: C‘ l> -► 0*> que conserva la 
graduación, se denomina homomorfismo de complejos, si él conmuta 
con la operación de las diferenciales: 

/d«» = d<»/. UQ!')czC)í\ k~ 0, 1, ... (3) 

Tiene lugar la sencilla 

afirmación i. Un homomorfismo f de los complejos algebraicos, 
induce un homomorfismo j de los grupos de homologías: 

/:/7*(C<», di»), /c«=0, 1, ... (4) 

demostración. El homomorfismo / traslada los ciclos Z ¡,” a los 
ciclos Z'f' y las fronteras ¿Jí," a las fronteras B);‘ para cualquier k. 
Por eso él determina correctamente el homomorfismo de los grupos 
de homologías. La afirmación queda demostrada. 



'26 


Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


Por ejemplo, una aplicación suave de variedades /: M-*■ N 
determina una aplicación /* de los complejos de las formas diferon- 
•ciales sobre estas variedades, que actúa al lado inverso: 

/*: C (N) — C (M). 

Esta aplicación es lineal y conmutada con la diferencial: l*dot =* 
= d¡*co para cualquier forma to. Por oso /* es un homomorfismo de 
los complejos de formas diferenciales. 

depinicion t. Sean /: C<‘> -*■ C<*>, g: C<‘> -► C ,tr dos homoraor- 
flsmos do los complejos algebraicos. Estos homoraorfismos so llaman 
(algebraicamente) homolópicos. si es dado un homomorfismo D: C 1 
—*■ C m tal. que)' 

D&»±**>D=f-g. _ f(5) 

Si los operadores ó<‘», d ,a> aumeutan (reducen) la graduación, 
entonces la aplicación D reduce (aumenta) la graduación:’ 

o(cí)cf&íj o do = (6) 

afirmación 2 . Las aplicaciones houutó piras de los complejos indu- 
•cen iguales homnmor/lsmos de los grupos de homologías: 

f—g : H k (C‘>. d«>) —(0«, (/(*>). (7) 

demostración. Si c h £C¡," os un ciclo, d<"f ll =0, entonces 
f(Ck)-8(c>) = Dd^c k ± **'Dc k = ± 9™Dc k , 

■o sea. / (c ft ) ~ g (c h ) en un grupo do homologías Jí h (C< 21 , d ,a> ). 
La afirmación queda demostrada. 

Este ejemplo de la homotopía algebraica fue dado al demostrar 
la invariación homotópica de cohomologías en el teorema 1.1. Oíros 
«jemplos los encontraremos en los párrafos siguientes. 

definición 5. Sea ¿¿>* un rango del grupo H k (C, d). La suma 
alternada del tipo 

X (C, 9) = 2 (— i) k b> = ^ (-1)* rang Jf„ (8) 

k>o 

se denomina característica do Euler del complejo (C, d). 

afirmación s. La característica de Euler del complejo (C, 9) es 
igual al número siguiente: 

X(C, 3)= y, (—l^/ang C k . (9) 

demostración. Sea z» el rango del grupo de los ciclos Z k ; (?*, el 
Tango del grupo de las fronteras B k . Entonces, para estos rangos 
tendremos las relaciones: 

¿* = 2*—P*. 

= rang z,..,, 


( 10 ) 

( 11 ) 
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(dondo ol operador d reduce la graduación). Por eso. 


bh = «a + z*+i — rang C ft+1 

y 

S (-1 )»£>,-*+2 (—l)** 1 rangC» +l . 

*¡ío 

La afirmación queda demostrada, ya que z 0 = rang C 0 (es evidente, 
que la demostración es justa también cuando el operador aumenta 
la graduación en 1). 

Sea G un grupo abeliano arbitrario (escrito aditivamente). Es 
determinado el complejo C ® G = 2 C k ® G, o sea el complejo 

de «cadenas con coeficientes en el grupo G». [Recordemos, que el 
producto tensorial de dos grupos abelianos A ® B se compone de 
toda clase de sumas finitas del tipo 2 a /® b¡, a, £A, b, £B, 
mientras que para el símbolo ® deben cumplirse las siguientes exi¬ 
gencias: 

(a, + a,) ® b = a, ® 6 + a, ® b, 
a ® (b, + 6,) = a ® ó, + a ® b t . 

De aquí se deduce una relación útil: ma ® b = a ® rnb. donde m os 
cualquier número entoro. 

i’rorlbma i. Demostrar que para cualquier grupo G es justa 
la fórmula G ® Z = G. Calcular el producto tensorial de los grupos 
finitos cíclicos Z m ® Z„. Demostrar que el producto tensorial 
de cualquier grupo abeliano finito por un grupo do los números rea¬ 
les (o raciónalos) es igual a coro.] 

Él operador 0 en las cadenas del tipo c* ® g, c k £ Cy „ g £ G, 
opera del siguiente modo: d (c h ® g) = dc k ® g. El continúa lineal- 
mente sobre todo el grupo C ® G. Aquí es evidente la correlación 
<5<? = 0. Las homologías del complejo C ® G se llaman también 
homologías del complejo C con los coeficientes en ol grupo G y se 
designan así: 

//* (C; G) = //» (C ® G). 

Sean G un grupo abeliano escrito aditivamante y (C, d) un com¬ 
plejo de cadenas. Introduzcamos un complejo conjugado de cocade- 
nas, que son las formas lineales (homomorfisraos) C* con valor en G, 
designado en el álgebra por Hora (C, G). Tenemos una descompo¬ 
sición natural en suma 

c*= ^ ct 

h ¿Q 


( 12 ) 
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(Ck son formas linéalos sobre C h ) y el operador de frontera rj* con¬ 
jugado con <9: 

d* Ó:C h -~ 

donde 

(d*.r,e) = (jr.de); e£C. i$C*. (13) 

Tenemos d*d* =¡ 0. Los grupos de roliomologías ll h (C*. <)*) Itabi- 
tualmente se designan por //'“ (C; G) y so denominan cohomologias 
del complejo C ron valor en G. 

Sea G = k un rompo (por ejemplo. los números reales k = R. 
los complejosk — I . los racionales k - Hy o el campo finito Ar - Z 0 
de p elementos, donde p es un número primo) y sea C un complejo 
de los espacios lineales do dimensión Tinita C,, sobre un campo k. 
Tieno lugar el 

teoiiiíma i Son mutuumenlc conjugados los espacios lineales 
H h (C; k) y H h (C): en particular, ellos llenen la misma dimensión. 

ni'MusTHAcioN Supongamos, que el operador 0 reduce la gradua¬ 
ción. Demostremos, que un elemento c 4 de C‘ es cociclo en el com¬ 
plejo C * si, y sólo si. (r 4 , B h ) = 0. donde B h a Ck es un snbgrupo 
de fronteros. En efecto, para cualquier elemento c* + , del grupo 
C> i+i obtendremos: 0 = <d*c 4 . <■* + ,) = (c 4 , óc h o\)- Por otro lodo, 
si (c h , dr„s i) = 0 para cualquier elemento c fc+I de C h+i , entonces 
ó*c 4 toma valores nulos sobre cualquier elemento c 

Así obtenemos, que un espacio 2* de cocidos del complejo C* 
coincide con un espacio de formas lineales, que se anulan en un 
subespacio de fronteras B¡,- En virtud de que coda espacio C'k tiene 
una dimensión finita, el complejo (C*)* coincido con el complejo C. 
Por eso tenemos: un espacio de ciclos Zk que coincide con un espacio 
de formas lineales sobre CJ. que se anulan en un snbespacio de fron¬ 
teras Bí. En otras palabras. f?¡¡ son todas las formas lineales que so 
adulan sobre Z h . 

Según lo demostrado, cada elemento c'' de C*. donde oV‘ = O, 
determina una forma lineal sobre las homologías //j, (C). Además, 
las dimensiones de los espacios 11 (C; k) y U h (C) coinciden. El 
teorema queda demostrado. 

Vamos a definir la operación del producto tensorial C - C<‘> <S> 
® C (S> de dos complejos (C^K di 1 *) y ¡C ,a '. d <s> ). 

Recordemos, que al valor tensorial A ® B de dos espacios linea¬ 
les A y B con bases (a, . a,). (l>, . b p ) se le llamará un 

espacio con base a t ® b¡, i = 1.s. / = 1. p, y la con¬ 
dición (X,a, + X 2 o 5 ) ® b = >.,<?, ® b -4 ® b y a ® (l,b, -f- 

-I- l.Jjz) = /.,« ® 6, + ?.jO ® b s . (Aquí y son escalares. 

Posiblemente, se trata de cualcsquier grupos abolíanos escritos adi- 
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tivamente A y D\ entonces, X son únicamente números enteros 
(véase la pág. 27)). 

Sea C = C», donde 

c k = ((7 <,) ® c (í, )k = 2 cy’^cy», (14) 

p+«—* 

d (4" ® O = (cXV,") ® c¡?’+{— l) p rj," ® flC*V»). (15) 
lis fácil verificar, que dd — 0. 

teorema 2 . Sean C <1> y C' 1 ' complejos de espacios lineales sobre 
cualquier campo k. Para las homologías del valor tensorial tenemos la 
fórmula siguiente 

//*(£<“ ®C<»= S n p (C‘>) ® ff q (C<«) (16) 

V 

(serán Importantes los casos cuando k = ít, C, Q. 2,,). 

Para demostrar ol teorema probemos, al principio, una afirma¬ 
ción auxiliar. 

ll'ma Sea C = 2 f- n complejo de espacios lineales sobre un 

campa k. Entonces, en cada espacio C n se puede elegir una base canó¬ 
nica (x n ,i< Un/’ h n , i), en la cual la acción tlel operador d se escribe 
así 

dx„. l“Vn-l. I. fyn.1^0, <W*a.l*=0. (17) 

okmusthaciax lis evidente de las fórmulas (17) que los vectores 
y„j son fronteras, los vectores á n ( son ciclos quo no se representan 
como fronteras y asi dan una base en las homologías f¡„ (C); por 
fin. los vectores ;c n .i os una base en un espacio de cadenas, y no son 
cíelos. Por eso. 1a base que necesitamos se construye fácilmente por 
inducción, comenzando por el espacio C„. 

demostración del teoiikma. Elijamos las bases canónicas (,ip", 
¡/p", h'¿') y (*y\ y',?', V,”) en todos los espacios C¿‘ y C'' (omitimos 
los Indices que numeran los vectores básicos do un espacio). Cons¬ 
truimos una base canónica para el espacio C k = 2 CJ," ® 

p±/r=k 

El primer grupo de los vectoras (no ciclos); 

4,-4'’ ® *»*’: = y (4" ® V ( ?+(— ® 4+il. 

a w =4” ® 4**; §*« - (— « p 4” ® 4*’ (is> 

(por doquier en estas fórmulas y más abajo p + q = k). 

La base do fronteras: 

4,=4-«® 4+»-(—i) 1- ** 4” ® v'P- 
<j,. q - 1 ® 4 2 ’: —4" ® 4 2) ; 4a = 4° ® 4 2> - 


(19) 
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Los vectores (18), (19) son linealmcnte independíenles (¡verifiqúese!) 
y. para obtener una base en el espacio hay que añadir los vectores 
del tipo k'¿’ ® h'¿\ p + q — j¡. Calculemos la acción del opera¬ 
dor d en la base construida. De las fórmulas (15), (17), obtenemos do 
inmediato que 

= da P q = y p -tq. & a rt = \p-í¡i. d|5 ;i9 = ó,,,_,, 

dbpq = dy pq — dy,. q = dó,,, = o (h‘¿‘ ® h''') = 0. 

es decir, la base construida es realmente canónica. De tal manera» 
los vectores h‘¿‘ <S> h'f' con p + q = k forman una base en el espa¬ 
cio II,, (£W ® C' 2) ), lo que debíamos demostrar. 


§ 3. Complejos simpliciales. Sus homologías y cohomologias. 

Clasificación de las superficies bidimensionales cerradas 

Formulemos, ahora, otro enfoque de la definición y del estudio 
do los grupos de homologías y cohomologias, quo aumenta mucho 
las posibilidades del empleo de los mismos. 

Definirnos un simplcx «-dimensional (do dimensión n). Un sím- 
plex O-dimcnsioiial es un punto ia 0 l; un símplex I-dimensional es 
un segmento la„a,|; un simple* ¿¡-dimensional es un triángulo 
ia 0 “i“ 2 lí mi simple* 3-dimcnsional es un tetraedro |cc„ce,oc 2 a,J 
(fig 2). 





0 - dimen ¬ 
sional 


i) 




«o 


7-filmen - 
¿roñal 



¿- dimen ¬ 

sional 


Kip. 2. Símplex. 



3 -tíimenstanal 


Por inducción, si un simplex «-dimensional o" = |a 0 a, • • • a„l 
está definido y se encuentra en un espacio «-dimensional R", enton¬ 
ces, para construir un símplex (n + l)-dimensional, hay que tomar 
un vértice nuevo k„ + , fuera de este liipcrplano R” cz ¡R"* 1 y exa¬ 
minar el conjunto de todos los punios pertenecientes a los segmentos 
que ligan este vértice nuevo a n+ , con los puntos del símplex 
Icí 0 • • - «ni- El cuerpo obtenido será un símplex (n -t- l)-dimensio- 
nal Ia 0 . . . «„+,J = a n +*. 

En forma más general, al símplex «-dimensional lo denominare¬ 
mos cápsula convexa del (n 4- 1) punto (vértice) de un espacio 
euclídeo. 

Las caras de un símplex «-dimensional [cc„ . . . a,| son los sím¬ 
plex tendidos en los vértices la» . . . a„-,l. fa 0 a, . . . a n -*«nl. • - - 
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. . .. la, . . . a„J. Así, la i-ésima cara se obtiene al separar eí 
í-ésimo vértice a, del conjunto |a 0 . . . cc„l. y ella es opuesta a este- 
vértice: la i-ésima cara a|í>‘ del símplex o” es 

[a 0 ...a¡ ... a.J = ojí)* (1> 

(el i-ésimo vértice se ha separado). 

Las caras de menor dimensión se obtienen, formalmente, de un> 
símplex (a 0 . . . a„l al separar cierto número de cualesquiera vér¬ 
tices. 

definición i. La frontera orientada del símplex o" = [a 0 . . - 
. . . et„l es una combinación lineal formal de sus caras del tipo: 


n A 

do" = 0 |a„ ... a„l= (—IV K ...a, ...a„l = 

1=0 

11‘oT.V- (2)- 

Por ejemplo, para los símplex 0-. 1- y 2-dimensionales tenemos: 

«1001 = 0, (3> 

«[“., 0 , 1 = (o,| — loo), (4) 

O |a 0 a,a,| = |a,a,] — |a u aj -f [o 0 a,|. (5) 

De la fig. 2 está claro, que las caras tienen signos regulares. 

t.PMA i Para un símplex n-dimenslonal tiene lugar la fórmula 

di) [a 0 ... a„] = 0. (6) 


La demostración consiste en el cálculo directo. Por ejemplo, 
para n = 2 tenemos 

5 K«,a 2 ] = (a,a : ] — [0 0 0;| + |o ü o,], 
dd l« 0 a,a 2 ] = {[o,] - |o,l)-{Io 2 ] - (o,)) + {[o,] -|o„)> - 0. 

n 

El cálculo es analógico para todos los n : ddo’ 1 = d(2 (—l)'o?l)‘)i 

i-0 

en esta suma la cara o","’ (los vértices a,, a, eslén separados) se 
incluye dos veces—en lo frontera do<V y do®*, 1 —con signos opuestos. 

definición 2 . Pl complejo stmplicial es un conjunto de símplex 
de dimensión arbitrario que tiene las siguientes propiedades: 

1 ) junto con cualquier símplex, sus caras de todas las dimen¬ 
siones pertenecen a este conjunto: 

2) dos símplex pueden intersecarse (tener puntos comunes) sólo 
por una cara entera de alguna dimensión y, con esto, en no más de 
una cara. 

Un complejo simplicial finito se compone de un número finito 
de símplex. 
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L n u me romos de algún modo lodos los véclioes de un complejo 
-siinplicial finito a 0l cc t , . . a N . Entonces, los simplex r-dimcn- 
sionnl Ící, c a 1( . . . a, r \ se determinan por ciertos subconjuntos de 
Jos vértices en la enumeración dada. 

Sea G cualquier grupo conmutativo, donde la ley de grupo so 
escribo como la adición (+). Las cadenas de la dimensión k en un 
complejo simplicial son combinaciones finitas lineales formales dol 
tipo cj, = 2 B¡°¡< donde a¡ son diferentes simplex ¿-dimensionales 

escritos on la numeración dada de los vértices del complejo; g¡, son 
elementos arbitrarios del grupo G. La adición de las cadenas se deter¬ 
mina así; si = S B i®i. c* — S g|«»i. entonces, c A -+- ci =- 
= 5 ( Bí -h S¡) "i. Las cadenas forman un grupo abeliano. 

La frontera de la cadena 0 c k es la cadena do la dimensión k — 1, 
determinada por la fórmula 


<V« 


_ e, do,. 


(7) 


Es evidente la fórmula (según el lema 1): dd.-* = 0. Los ciclos 
son tales cadenas ile c,.. quo r)c t =0. Los ciclos forman también 
el grupo Z h . Los ciclos homológicos a cero (quo son fronteras) son 
tales ciclos de c k , que c k = 0c k + l . Estos ciclos forman un grupo de 
íron toras B k . 

Di'PiNicióN 3 . Al grupo do homologías ff k (.1/. (?) de un com- 
plojo simplicial M lo denominaremos con un grupo cociente del 
grupo Z h de todos los ciclos de la dimensión k por ciclos B„ liomoló- 
gicos a cero (dos ciclos son equivalentes si, y sólo si. —cí = 
= dcn+i). 

Son ínteresnntos los casos G — ¡0 (números racionales), G = L, 
G = Z (números enteros), G = Z, (residuos por el módulo 2) 
y en general, G (residuos por el módulo m, en especial, cuan¬ 

do m es un número primo y Z m os un campo). Cuando G = 11, 
todos los H¡ ( Vf, R) son espacios linéalos sobre ol campo 1. A la 
dimensión ó, del espacio H, (M, fl) se la llama i-ésimo número de 
Betti del complejo .1/. 

Para un complejo simplicial finito so determina la característica 
•de Euler: 

si vi es ol número de simplex de dimensión i en un complejo .V/ - , 
■entonces la característica de Euler del complejo M es igual a 

xm= 2 (—1)‘Yi. (8) 

• ■£0 

teorema i Sean b ¡ las dimensiones de los espacios H , ( M ; IR) 
(números de Betti). Entonces tenemos la igualdad: 

X(M)= 2 (—1>‘Yi= 2 (—IVbj. 

i»0 #:* 0 


(9) 
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demostración. Un grupo de cadenas ¿-dimensionales C, es un 
espacio lineal de la dimensión 7 ,. Por eso la demostración se deduce 
do la afirmación 2.3. 

Observación. La característica de Bulcr % (XI) puede ser deter¬ 
minada (véase (1), parte II, § 15) como una suma do singularidades 
de un campo voctorlal (o de una función suave). Obtenemos la posi¬ 
bilidad de calcular % (XI) partiendo de las homologías. 

Determinemos ahora los objetos conjugados. Una coendona 
¿■-dimensional c* es una función lineal sobre las cadenas ¿-dimensio¬ 
nales con los coeficientes onteros del complejo M con valores en el 
grupo G. De manera que la cocadena c* compara cada símplex ¿-di¬ 
mensional a, con un elemento e* (a¡) del grupo G, al mismo tiempo 

e* (<KT„ + ba,¿ = ac* (o,,)-)- bc , ‘ (o (J ). 


a, 6 , son números onteros. La suma de estas funciones lineales es 
otra voz una cocadena, por oso las cocadenas forman un grupo. 

Una cofrontera óc* do cualquier cocadena r* es una cocadena 
(¿ -|- l)-dimensionaI qus »:• determina con la igualdad 

Ór*(o ( ) = r'-(da,) ( 10 ) 

(o ó = d* en las connotaciones del $ 2 ), donde a¡ os cualquier sim¬ 
ples de la dimensión ¿ +■ l. Señalemos quo Óó = O. En realidad, 

óóc* (cr,) «= Se* (da,) — e* (d da,) = 0. 

Los cocidos son cocadenas c* tales, que 6 c* =» 0. Los cocidos equi¬ 
valentes (cohomológicos) a cero son de tipo c* = 6 c*- 1 . 

depinicion t. Un grupo de cohomologías //* (Af; G) es un grupo 
cociente de un grupo de cocidos por un subgrupo de cocidos, equi¬ 
valentes a cero (e* ~ <•*', si c* — c h ‘ = 6 c* _1 ). 

Un complejo de cocadenas se conjuga con un complejo do coca¬ 
denas simpliciales. Para el caso, cuando G = k es un campo, obte¬ 
nemos del teorema 2.1 el siguiente 

coeolahio. Las dimensiones de los espacios H, (.1/; k) y IV (M\ k), 
donde k es un campo, coinciden. 

Consideremos el caso G = Z m (residuos del mod m), en especial, 
si m = p os un número primo, cuando G = es un campo. Sea 
*6 Hq (M',_G) y x una cadena con coeficientes entpros, que da un 
ciclo x = x (mod m). Tenemos 


dx= mu. o u — — 

m 


3-01126 
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en las cadenas con coeficientes enteros. Si el elemento x cambia en 
la clase de homologías x £ H, (A/, 2 m ). x x + dy -i- mz, enton¬ 
ces obtenemos 


ÉL 

m 


dx . d dy , a dx . .. , ~ 

— H-— 4- dz -h dz = u + dz. 


Con esto, du = 0. 

De manera que surge el «hoinomorfismo de Bokshtem» unívoco 
correctamente determinado: 


x-*-—-, donde x (mod Z m ), (11) 

//,(.!/; 2m) -*■ H (Ai; 2). 

Análogamente, en ias coliomologias obtendremos un homomorfismo 

//«(.W;Z m )ii/r"'(.V; Z). (12) 


afirmación i. Pura cualquier elemento x 6 II <¡ (A/; Z m ) d*x = 0 
en //,_! (A/; 2) si, y sd/o sí, x se obtiene del elemento y £ ¡I q (A/; 2) 
con ayuda de la reducción (módulo m): 

x = y (mod ni) ** d,x = 0. 

Análogamente , en las cohomologías-, x = y (mod m) <-* ó*x = 0. (Aqui 
X 6 H" (A/; z m ). y 6 II" (M- Z).) 

demosthaciOn. Si r=y(rao(lra) t entonces se puede escoger una 
cadencia x de manera que 0 .r = 0 y q,j = ^- = 0 en //,_, (A/; Z). 
Por el contrario, si d*x=*0 en i/,_,(A/;Z), entonces -^-=dz para 

cierta cadena z. Supongamos y — x — mz. Tenemos dy = 0 e 
j(modro) = i. La afirmación queda demostrada. 

Así, el conocimiento de ó* y ó* nos permite reconocer las imá¬ 
genes de las homologías con coeficientes enteros en las homologías 
de mod m. Otro empleo: la imagen d„H q (A/, Z,„) en los grupos 
H q .¡ ( M , 2) escoge los elementos u, tt( Hq-i (M, 2) tales, que 
mu = 0 (torsión). 

En efecto, d» (mr) = m (d t x) = 0, por definición. Por el con¬ 
trario, si mv — 0 para o g H q (M. Z), entonces mv = dx para 
la cadena con coeficientes enteros x, y tenemos un elemento x = 
= x (mod m) tal, que x £ H q (A/, Z m ) y d*x = o. 

ejemplo Para A/ = RP 2 tenemos x £ // 2 (RP 2 , 2,) — Z 2 , 
x^ 0. Al mismo tiempo, d*x=^ 0 en // 1 (RP 2 : Z) = Z 2 . 
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problema i. Para todas las variedades no orientables hay un 
ciclo [A/ n l = x en el grupo H„ (jlf". Z 2 ) tal, que 0 y un 

elemento d*x £ (M n , 2) de orden 2. 

Y para las cohomologías, al contrario: tenemos u £ //' (RP 2 , Z„), 
donde 60 y tiene el orden 2 en H- (RP*. 2). 

Sea la variedad M" dividida en simple* y transformada en un 
complejo Simplicia]. Entonces, se pueden determinar y calcular los 
grupos de homologías y de cohomologías. 

Un símplex suave o" de dimensión k, es una inmersión (encaje) 
diferenciable de un simplex (junto con algún enlomo abierto de un 
símplex en o* en un espacio R*) en la variedad M n . Consideremos 
una variedad triangulada, si es dividida en un complejo simplicial 
con ayuda de los símplex suaves. 

Formulemos dos casos importantes (la demostración del punto A 
será dada en el § 6): 

A. Los grupos de homologías y de cohomologías no dependen da 
la triangulación de la variedad y son homotópiramente invariantes. 

B. Para G = R los grupos de cohomologías coinciden con los 
que se definieron por las formas diferenciales (véase el § 14). 

Aclaremos la última afirmación. Sean: o*. un símplex suave 
A-dimensional en la variedad Al”; i o*, una forma diferencial de 
grado k. Está determinada la integral de la forma a,, por el sím¬ 
plex o*: 

<f>». o*>= ju*. (13) 

O* 

Si Ci, = 2'' ( oí es una cadena con coeficientes reales; enlonces 
puede ser determinada Ja integral de la forma por la cadena r»: 

e*>=2 r i Ua- (14) 


En virtud de la fórmula deStokes (\óase MI, parte I, § 26) es correcta 
la igualdad: 

{d<Ox, c) = (w, de)** ^ do>«= f o>. (15) 

e de 

Por eso cualquier forma cerrada ce, doDdc d(ú = 0, determina 
una función lineal sobre Jas clases de las homologías simpliciales: 
si Cji c¡, son ciclos homológicos, c, = c 2 + 8c', entonces 

(w, c,) = (w, e 2 ) 4- (día, c') = {(0, Cí). 

Cualquier forma exacta o», donde o> — d<o', se anula en cualquier 
ciclo (verifiqúese). 

j* 
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ucDuccuJX. Cada clase de cohomologias H k (M ; <t) deter¬ 
minadas por formas diferenciales, defino una función lineal sobre el 
grupo de homologías sirapliciales II <, (M\ H). 

La afirmación B formulada más arriba significa que así se obtiene 
cualquier función lineal sobre el grupo II h (Ai; á) y una forma 
cerrada no trivial (no exacta) siempre da una forma no trivial lineal 
sobre H„ (M; 1). 

Sea ¡1f" una variedad conexa cerrada. Es evidente que su trian¬ 
gulación cualquiera (partición en simples) tiene la siguiente pro¬ 
piedad; cualquier simplex de dimensión « — 1 es una cara justa¬ 
mente de dos simplex «-dimensionales. 

TEOREMA 2 Tiene lugar la igualdad 

//„(.W"; Zj-Z, 

(aquí Z 2 es un grupo de dos elementos, residuos por el módulo 2). 
demostración. Consideremos la cadena z = 2 donde la 

adición se realiza por todos los simplex n-dimensionales, con Iodo 
eso. su orientación os arbitraria. Sobre el campo Z s es justa la 
igualdad de las cadenas: 

(16) 

i“0 

donde n? - ‘ son caras del simplex a". En la suma dz — ^J do',‘ cada 

t 

simplex (n — l)-dimonsional se encuentra exactamente dos veces. 
Por eso di = 0. Es evidente que aquí no hay otros ciclos no nulos 
n-dimensionales. El teorema está demostrada. 

\ r ahora sea Ja variedad Ai' 1 orientada. 

afirmación 2. Para una variedad cerrada conexa orientada un 
grupo n-ésimo de homologías H n (;!/"; G) es igual a G (G es un grupo 
cualquiera). 

demostración En cada punto de la variedad M n es dada una 
•clase de orientación de los repers (jalones) tangentes. Orientemos los 
simplex «-dimensionales en concordancia con la orientación de estos 
repers, sea que los simplex o? y a? tengan frontera por un simplex 
o"~ l (véase la fig. 3 para n = 2). Este simplex se incluye en las fron¬ 
teras da't y do'i con signos opuestos. En consecuencia la cadena 
[ATI = J o" (la suma por todos los simplex «-dimensionales) es 

i 

un ciclo. Es evidente que cualquier otro ciclo «-dimensional se escribe 
así: i — g \M" 1. donde g os un elemento do un grupo G. Ya que no 
hay fronteras «-dimensionales, la afirmación queda demostrada. 

afirmación 3. Sea G = Z un grupo de números enteros. Entonces 
para una variedad cerrada conexa no orientada n-dimensional tendremos'. 
Hn LV". 2) = 0, H„ ( M”, Z 2 ) = 2*. 
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demostración. Cualquier ciclo «-dimensional debe tener el 
aspecto z= ?. X o", dondo X*?=0 es un número entero y los símplex 

o* están orientados de manera conveniente. Si los símplex o? y a¿ 
tienen frontera por el símplex o" - ’, entonces este símplex se incluye 
en do" y da? con los signos opuestos si, y sólo si. los símplex a" 
y o" son orientados igualmente en la variedad M" (verifiqúese). 



Por eso dz= 0 si, y sólo si. en todos los símplex o¡ puede ser 
escogida la única orientación, es decir, si la variedad M" es orien- 
table. La afirmación queda demostrada. 

corolario. Sea \W‘] = 2 o? la suma de todos los símplex n-di- 
i 

mensionales de la variedad no orientable M n (generatriz en el 
grupo H„ (M n , Z 2 )). Entonces 

d* lA/„]^0 en el grupo y 2d» [JV/ n J — 0. 

Pasamos ahora a la triangulación de las variedades suaves bidi- 
mensionales y a su clasificación con ayuda de los complejos sinipli- 
ciales. 

Clasifiquemos las variedades bidimensionales suaves compactas 
cerradas conexas. De aquí en adelante vamos a considerar sólo tales 
variedades, y por eso no mencionaremos cada vez las restricciones 
impuestas a la variedad, enumeradas más arriba. 

lema 2 . Cualquier variedad suave bidimensional se puede 
triangular suavemente (es decir, partir con curvas suaves en triángulos 
suaves tales, que dos triángulos cualesquiera de esta división no se inter¬ 
secan, tienen un vértice común, o bien un lado común). 

demostración Sumergimos (encajamos) M* en un espacio 
euclídeo de dimensión finita (véaso i 11, parte II, § 9). Entonces 
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sobro M- surgo una métrica de Riemann inducida. Para un e > 0 
suficientemente pequeño dos puutos cualesquiera x, y 6 A/'-, para 
los cuales p ( x, y) < e (p es una distancia sobre M 2 engendrada por 
la métrica de Riemann), se unen por la única geodésica más corta 
Vi.íi Vainas a recubrir M a con un sistema finito de discos de radio < 
< e/2: O,, D a , . ... D ¡f. El disco D¡ puode ser triangulado sua¬ 
vemente con ayuda de las geodésicas. Para difundir la triangulación 
eit los discos que tienen una intersección no vacía con /), (por ejem¬ 
plo. sobro D a ), es suficiente notac que la geodésica perteneciente 
a D x D construida antes ou D t , también se presenta como una 
geodésica desde el punto de vista del disco D a y por eso la triangu¬ 
lación pueda sor prolongada en el disco D a (anteriormonto desme¬ 
nuzando. probablemente, la triangulación sobro D¡). El proceso se 
concluyo dentro de un número finito di pasos. El lema queda de¬ 
mostrado. 

Al principio describamos todos los tipos de variedades bidimen- 
s¡ onales. La primera sorio es una esfera con g asas M¡\ g es el género 



Fig. 4. Estera con g asas S‘ + (g) — .t/| (an la figura, g = 3). 

de la superficie. Por ejemplo, estas variedades aparecen al estudiar 
las super ficies d e Riemann do las funciones algebraicas do tipo 
w = ±V"Pn ( z ) (el polinomio P n no tiene raíces múltiples). Recorde¬ 
mos que Mg 83 igual al conjunto de los ceros de la ecuación u> 2 — 
— Pss+i ( z ) = 0 en C P 2 (z, w). Estas variedades se puede realizar 
suavemente en TI 3 como la3 superficies mostradas en la fig. 4 (véase 
más detalladamente Hl. parte II. § 4). 

La segunda serie de las variedades (vamos a designarlas por Afj,) 
se obtiene, si de una esfera S 2 se excluyen los discos D 2 no inter¬ 
secados de par en par. y en la frontera de cada agujero recubido se 
identifican los puntos opuestos diametralmente (véase la fig. 5. a). 
Esta operación se llama «pegadura de la esfera S 2 con p cintas de 
Moebius». 

En particular, si p = 1, la superficio es un plano real proyoc- 
tivo 1 P 2 (fig. 5, b), si p = 2, la superficie M* p se llamará super¬ 
ficie (botella) de Klein. Notemos, quo en [11, parte II, § 18, la super¬ 
ficie de Klein fue definida como un factor del piano por algún grupo 
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de movimientos discreto. La coincidencia de su realización con «¡u 
es evidente de la fig. 5, c. 

Apriori tendría derecho a una existencia independiente también 
una serie «mezclada»; una esfera S z a la que están unidas g asas y p 
cintas de Moebius. Pero esta serie «mezclada» se contiene íntegra¬ 
mente en la serie Ar'J. En efecto, consideremos S- a la que están 
unidas un asa y una cinta de Moebius (véase la fig. 6). Pero para 
la superficie de Klein tiene lugar el difeomorfisino representado 
en la fig. 7. 

De manera que la pegadura a S 2 de un asa y una cinta de Moebius 
es equivalente a la pegadura a S 3 de tres cintas do Moebius (véase 
la fig. 8). Por consiguiente, en presencia de por lo menos una cinta 
de Moebius cada asa puedo ser reemplazada difeomorfamento con dos 
cintas de Moebius. 

Como varaos a demostrarlo rigurosamente ahora, las variedades 
M' ¡ . en realidad, se escriben íntegramente con osas dos series infi¬ 
nitas: iirj y d/J,. 

Consideremos una i P arbitraria (véase las restricciones al prin¬ 
cipio de la parte) con una triangulación suave (véase el lema). Cor¬ 
temos .V/ 2 a lo largo de todas las aristas de esta triangulación, ponien¬ 
do. de antemano, en ambos lados de cada corte las mismas letras 
(diferentes para distintos cortos) y fijando la misma orientación en 
ambas orillas del corle (véase la fig. 9). 

De manera que hemos transformado M* en un conjunto de trián¬ 
gulos. cuyos lados ostún designados con letras y está dada la direc¬ 
ción; cada letra so incluye en este conjunto exactamente dos veces, 
además, dos letras iguales partonecen a diferentes triángulos. Comen¬ 
cemos un proceso inverso de la pegadura de M 1 , exigiendo, sin embar¬ 
go. que cada vez después de pegar un nuevo triángulo a una región 
ya obtenida, esta última permanezca plana. Es evidente que, como 
resultado (le este procedimiento (y de las propiedades indicadas de la 
numeración de los lados) obtendremos un polígono plano conexo, 
cuyos lados son connotados con letras y poseen orientaciones (cada 
letra se encuentra exactamente dos veces). A este polígono lo deno¬ 
minamos polígono fundamental (está definido por una triangulación 
dada no unívocamente). Fijemos una orientación sobro un polígono W 
y confrontémosle una palabra, que apareco naturalmente al rondar 
la frontera de W (comenzando desde cualquier vértice): apuntando 
consecutivamente las letras que numeran los lados de W, al mismo 
tiempo, poniendo on la palabra la letra en el grado -f 1, si la orienta¬ 
ción del lado coincide con la inducida por la orientación de II', y en el 
grado —1. en ol caso contrario. Véase el ejemplo en la fig. 10. 

Así. hemos confrontado a cada ,1/ 2 (no unívocamente) una pa¬ 
labra W = . . . af;¡; h es un número par de los lados do IV', 

cada letra a a se incluye en IF exactamente dos veces. Estas «palabras» 
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Fig. 5 a) La variedad A/® = S 2 + (p) (en la figura |» -= 4), obtenida con la 
pegadura de la esfera 5* con |i películas de Moebius; 
b) — RF S , plano proyectivo real; 

a) 2 superficie (botella) do Klein. 






Fig. 7. La esfera S* con el asa 
«vuelta del revés*. 
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codifican {Ai®}; a cada 71/* le corresponde un conjunto infinito de 
tales códigos. Ahora reconstruiremos estos códigos con operaciones 
elementales (generadores de los homeomorfismos de Ai 2 ), para redu¬ 
cirlos a la forma canónica. Resulta que hay sólo tres formas canó¬ 
nicas (precisamente ollas dan clasificación a {Jl/*}). 

lema a. La palabra \Y puede ser reconstruida de tal modo , que 
todos los vértices de W (es decir, los vértices del polígono) se peguen en 
un solo punto. 

demostración . Supongamos, que existen por lo menos dos clases 
de equivalencia no vacías de los vértices: {Z 1 ) y {()}. Es posible 



Fig. 11. 


considerar que existe tal arista a 6 &W, que sus puntos finales perte¬ 
necen a distintas clases: {P} y (QJ. Efectuamos la siguiente opera¬ 
ción elemental (véase la fig. 11 ). (Con segmentos en negrilla están 
designadas las aristas de OW que no nos interesan ahora.) 

Es evidente, que esta operación de volver a pegar el polígono W 
corresponde a un homeomorfismo de A/ 2 . Por otra parte, esta recons¬ 
trucción disminuyó el número de vértices, representantes de la clase 
{P}. en uno y aumentó el número de vértices, representantes de la 
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clase {<?}, en uno: ({P}, {<?}) — ({P} — 1; {<?} + 1). De manera 
que exterminamos paulatinamente la clase {P}, «pasando» los vér¬ 
tices de esta clase a otras. El último paso será la operación del exter¬ 
minio del último vórtice de la clase {P} (véase la fig. 12). (Notemos, 
que en el proceso del exterminio de la clase {P}, las clases {<?}, 
a los cuales se pasan los vórtices de la clase {P}, pueden transfor¬ 
marse.) 131 polígono (o la palabru) IV que tiene sólo una clase de vér¬ 
tices, se llama, habitualmentc, «reducido». 



Fie. 12. 



lema *. Sea que la palabra IV tiene la forma IV = —aa- 1 — 
Entonces existe un honeomorftsmo que transforma la palabra W en una 
palabra equivalente IV = —1—. 
demos™ ación Véase la fig. 12. 

LEMA s. IV =— a — a — ~ W = — aa — . 

DEMOSTRACION. Véase la fig. 13. Queda volver a designar a c 
por a. El lema queda demostrado. 

lema 6. XV— — a — b — a' 1 — ó' 1 —~ W' = — aba-'b~ l _. 

DEMOSTRACION. Véase la fig. 14. El lema está demostrado. 
lema 7. Si W = — a — a~donde el conjunto de letras a 0, 
entonces existe un 6£a tal. que b~‘$a: 

W = — a — b — a->—b- 1 — 


DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario: sea para cualquier 
b 6 <*• b~ l £ a. Pero entonces, en un conjunto do vórtices de IV apa¬ 
recen,^ por lo menos, dos clases de vórtices no equivalentes, ya que 
los vértices £a, ¡nteractúan (pagan) sólo con los vértices £a (véase 
la fig. 15). Como a =5¿= 0ylf\{a (Ja 0 (véase el lema 4), 

obtenemos una contradicción con la afirmación del lema 3, según 
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el cual consideramos W un polígono reducido. El loma queda de¬ 
mostrado. 

ij£ma s. XV = — aba~'b~' — cc — ~ W’ = — a 1 — b 2 — c 1 
demostración. Víase la fig. 1G. El lema 8 se deduce definitiva¬ 
mente del lema 5. 

Asi hemos demostrado el siguiente teorema. 
teorema 3 (sobre la clasificación de las superficies bidimensio- 
nales). Cualquiera variedad M x bidiminsionxl suave compacta conexa 



a 


W= — dcC~’c ".— 

*, Ve 

W= - ObC''t' ! - 

Fig. 14. 



Fig. 16. 


cerrada es difeomor/a a una de las variedades determinadas con las 
siguientes palabras (códigos) XV: 

1 ) W = aa-'\ 

2) W = a,b l a ¡ 'b~ , ,a 2 b 2 o;'b~' ... a g bgai x bj¡ l \ 

3) W=<*c\ ...el. 

Cualquier variedad suave bidimensional conexa compacta con 
borde, se obtiene de un disco bidimensional D * según las siguientes 
operaciones: a) con exclusión de un número finito do puntos (es decir, 
de un número finito de discos con radios suficientemente pequeños); 
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b) con pegadura de un número linito de asas; c) con pegadura de un 
número finito de cintas de Moebius. Con todo esto, ias operaciones 
enumeradas no deben tocar la frontera del disco inicial D 1 . 

Describamos más detalladamente la estructura de las variedades 
A/ 3 en concordancia con esta clasificación. 





Fig. 18. 


La variedad del tipo 1) es diftomorfa a la esfera S 3 (véase la 
fig. 17). 

La variedad del tipo 2) es difeomoría a la esfera S 2 con g asas (las 
variedades orientables M\). Véase la fig. 18. 

La variedad del tipo 3) es difeomoría a la esfera S 2 con cintas do 
Moebius (las variedades no orientables A/J,). Véase la fig. 19. 

Observación i. El cálculo de los grupos de homologías de las 
variedades del tipo 1), 2), 3) (por ejemplo, con coeficientes enteros) 
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es'un ejercicio elemental. El cálculo muestra quo todas las formas 
canónicas enumeradas no son homeomorfas ontce sí. 



Fig. 19. 


observación 2. También hay otro3 métodos cómodos para codi¬ 
ficar (.I/ 8 }. Cualquier m M > puede ser representada de la siguiente 
forma: 

IV = a,a¡ ... a^.ai 'a~ 1 ... e=a ± 1, 

donde e = —1 si, y sólo si. A#* = M\ es una variedad orientablo 
{entonces N =* 2g os par); s = +1 (para cualquier N) si, y sólo si, 
M* = A/J, es no oriontable. 

demostración. Consideremos el caso M ~ t : W = a¡ ... axiií 1 ... 
. ..ojviia.v . N = '¿g. Con ayuda de transformaciones elementales 



(véanse más arriba los lemas 3— 8 ) llevamos W a la forma canónica 
M\ (véase el teorema precedente). Esta reducción la realizamos des¬ 
prendiendo consecutivamente las asas estandarizadas del tipo 
<iba~ l b~ l . Consideremos 


\V=a i a <l a^ .. .a^ai'ai'ai' 

II II —r— II II '-•—' 

a b 9 a-' b~' p 


Luego véase la fig. 20. 

De manera que destacamos la primera asa en forma explícita: 
d-'cdc- 1 pero cambiando, al mismo tiempo, los segmentos P y Q. 
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Siguiendo ia operación de destacar las asas y recoidando que A = 2 g 
es par, obtenemos una palabra W = a¡b¡a~¡'b~’ • • - 0 — 
Ssc M\. Así presentamos todas las variedades orienlables. rara el 
«caso orientado» el teorema queda demostiado. Para ti «caso no 
orientable» la demostración es completamente análoga (véase los 
lemas 3—8), y por eso la dejamos a cargo del lector. 


§ 4. Operación de pegadura de célula a un espacio lopológico. 
Espacios celulares. Teoremas sobre reducción de los espacios 
celulares. Homologías y el grupo fundamental de superficies 
y algunas otras variedades. 

Sean: X, un espacio lopológico; D”, un disco «-dimensional; 
S"~ l = dD", su frontera, una esfera (n — IJ-dimensional. Considera¬ 
mos fijada la orientación del disco /)"; esla orientación induce la 
orientación de la frontera S"~'. Sea dada la aplicación de esta esfera 
en el espacio A': 

X (1> 

Construimos un nuevo espacio D" Ur A", identificando cada punto x 
sobre la esfera iS" -1 con un punto / (x) en el espacio X. Se dice que el 
espacio/)" U, X se obtiene del espacio X mediante pegadura de un» 
célula «-dimensional (/)", /). 

La topología se introduce en el espacio /)" (J/ X de 1a siguiente 
manera. Al conjunto K cz D r (J/ X lo Mamaremos cerrado, si su 
intersección Ií H X es cerrada y una pieimageu completa K fl/)™ 
es cerrada en el disco /)”. 

ejemplo t La esfera 5" se obtiene de un punto * iludíanle la 
pegadura do una célula «-dimensional: 5" = D" Uy*. donde 
/: S n ~ l — os una aplicación en un punto. 

ejemplo 2. Un espacio real proyectivo 51/”'puede ser conside¬ 
rado como un disco/)" que tiene pegados los punios diametralmcnte 
opuestos en la frontera S"' 1 . Nótese que la esfera S n ~ l con los puntos 
identificados diametralmente opuestos, es FP" _1 . Por consiguiente. 
FP" puede considerarse como FP” -1 con una célula «-dimensional 
pegada 

JU jn = /)"U- n HP"-'. (2) 

Aquí la aplicación f n :S tt ~ l -*%RP n ~ l es un cubrimiento estándar. 

Lema 1. Si las aplicaciones /, X son homolópicas. 

entonces los espacios D n \J¡ X y D n [) e X son equivalentes homotópi- 
camente. 

demostración. Que la aplicación F: S n ~' X I X de la homo- 
topía de las aplicaciones / y g. donde I es un segmento unidad. Pega- 
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mos al espacio X el producto D n X 1 por la aplicación F de una parte 
de su frontera: 

X = (Z>"x7)UfY. (3)- 

Entonces los espacios D"{J ¡ X y D n [) f X se encuentran en X: 

D''U/Y=((0’xO)UfY)'=X, D n \J t X = ((¿?™ x 1) Uf-Y)c:¿. 

(4) 

Sea <Pi una homotopía, que aprieta D n X I sobro D n U S”~ ¡ X /' 
por los rayos trazados del punto * (véase la fig. 21). La homotopiai 


I 



<Pi es constante sobre D n U S”~ l X /, por eso determina una equiva¬ 
lencia homotópica X ~ D " [}, X. Análogamente, X ~ D" U s X. 
El lema queda demostrado. 

definición i. Al espacio X se lo llamaremos celular, si el mismo 
está obtenido de un conjunto finito de puntos mediante lo iteración, 
de lo operación de pegar las células de diferentes dimensiones. 

El conjunto inicial de puntos también puedo considerarse como 
células O-dimensionales. 

Observación. Para los espacios celulares con un número de célu¬ 
las infinito, exigiremos que tengan un número finito de células en 
cada dimensión. 

definición 2 Un espacio celular X se denomina complejo celular, 
si cada célula está pegada a células do una dimensión menor. 

A la unión de todas las células de dimensión A- ^ n la llamaremos 
armazón celular /¡-dimensional del complejo X. Designamos el 
armazón celular /¡-dimensional del complejo X mediante X„, Obte¬ 
nemos un sistema de los armazones sumergidos (encajados) 

XocX.cr ...c‘X n ...<=X. (5) 

Observación. Un complejo simplicial es un caso particular de 
un complejo celular. Un armazón /¡-dimensional de un complejo 
simplicial, es el conjunto de todos sus simplex basta una dimensión n 
inclusive. 

teorema i. Cualquier espacio celular es equivalente homotópica- 
mente a un complejo celular. 
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demostración. Basta mostrar que cada aplicación de una esfera 
S h en un complejo celular Y es horaotópica a la aplicación de S k 
en su armazón ¿-dimensional y h . Entonces, en vigor del lema 1, 
el resultado de cada pegadura de una célula será homotópicamente 
equivalente a un complejo celular. 

Así, sean: y, un complejo celular; /: S h —*- Y una aplicación. 
La imagen de la esfera 5* al aplicar / se interseca sólo con un número 
finito de células. Si la imagen / (S k ) so interseca con el interior de 
alguna célula D", donde n > k. entonces esta parte de la imagen 
puede ser desplazada en la frontera. Efectivamente, la aplicación / 



sobro una preiraagon entera del interior do la célula /-* (D n ) puede 
ser sustituida por una aplicación suave, homotópica a ella (véase 
fII, parte II, § 12), y por el teorema de Sard esta imagen no cubre 
por lo menos un punto interior P en D n . Al proyectar D'"\P del 
punto P en la frontera, desplazamos una parto de la imagen / (5*) 
en la frontera, o sea, en el armazón y,,., (véase la fig. 22). 

Repitiendo este razonamiento para todas las células con una 
dimensión mayor que k, al fin y al cabo apretaremos la imagen 
/ (S k ) en el armazón Y k del complejo Y. Así el teorema está demos¬ 
trado íntegramente. 

DEFINICION 3. Una aplicación /: X -* Y de los complejos celu¬ 
lares se llama celular, si traslada un armazón ¿-dimensional A',, 
de un complejo X en un armazón ¿-dimensional y* de un complejo Y 
<para cualquier k ). 

teorema z Cualquier aplicación continua de los complejos celu¬ 
lares es homotópica a una aplicación celular. 

La demostración de esto teorema (teorema sobre la «aproximación 
celular») es totalmente análoga a la del teorema 1, por eso la dejamos 
al lector como ejercicio. 

Sean: X, un complejo celular; y X h . t , sus armazones 

(k — IJ-dimansional y (k — 2)-dimensional. Nótese que el espacio 
Xh-i/X^.i, donde X k . t está identificado en un punto, es simplemente 
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un ramo de esferas (k — l)-dimensionales (una para cada célula 
A la pegadura de una célula A-dimensional (D*, f) le corres¬ 
ponde la aplicación 

-***.,/*»-* ( 6 ) 

de la esfera S’* -1 en el ramo de las esferas (k — l)-dimensionales. 

Sean o A = (Z>*, /), af -1 =(/)*'*. /,). células do dimensiones k 
y (k —1). Definimos el “coeficiente de incidencia" o sea el número 
[cr* : ct?~*] para el par de células o* y oí’ 1 , como el grado de la 
aplicación (6) sobre el í-ésimo sumando del ramo X,,_ t IXh_ 2 (la 
esfera Si~', correspondiente a la célula o£' ! ). 

Definimos ahora un complejo de cadenas celulares del complejo 
X designado por C(X;G)=> S C h (X;G). Una cadena celular do 
la dimensión k es una combinación de células forma) lineal: 
c«“S ffjOii donde t?í son células de 1a dimensión k, g, son elemen¬ 
tos de un grupo G aboliano arbitrario escrito aditivamente. Definimos 
un operador de frontera por la fórmula 

üo* = S(o A :oí-‘lo;- 1 , d :C k (X; G) -+-C h _ l (X; G). (7) 


(El operador d se prolonga linealmente en cualesquiera cadenas.) 

observación i Si X es un complejo simplicial, entonces el ope¬ 
rador t? definido aquí coincide con un operador de frontera del 5 3 
(verifiqúese). 

observación 2 . Para G = Z (callonas con coeficientes enteros) 

tenemos una aplicación (X„. X\.,)C„ (X; Z) sobre todo 
el grupo de cadenas. 
i.ema 2. dd = 0. 

demostración. Se puede considerar que cada célula o h t : D h -*■ X h 
representa un elemento ío?l de un grupo relativo n„ (X k , X,,.,) 
(véase H|. parte II. § 21). Eí operador de frontera d está engendrado 
por el homomorfismo de frontera de la sucesión oxacta del par 
(Xh- X„. x ) 

9 '• n h (-YfcA.’*-i) ji*_, (A' k _, l (8) 

y por el homoinorfismo /: ít*., (X k .,) — ji*_, (X h _ x . X„_,) (véase 
íl], parte II. § 21). Tenemos para o?, que es una cadena de C h (X; Z): 

d(a*) = a(;Ó |oíl)€C*-,(-Y;Z). 


4-01 *.2fi 


(9) 
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Eu vigor de la identidad Oj = 0 obtenemos dd = 0 para las cadenas 
con coeficientes enteros. Las células o? dan una base también para 
las cadenas con cualquier grupo de coeficientes G. El lema queda 
demostrado. 

Ahora es posible determinar las homologías y cohomologías 
de un complejo do las cadenas celulares de una manera ordinaria. 
Obtendremos las homologías y cobomologias celulares. Para los 
complejos simpliciales estas homologías coinciden con las simplicia- 
les. 

Ejemplos de los complejos celulares. 

ejemplo i. Esfera S n . Ya hemos visto que la esfera S " se obtiene 
mediante la pegadura do una célula «-dimensional o” a otra de 
dimensión nula o®. Aquí tenemos: do® = 0. do" = 0 Lo último es 
evidente para todos los « > 1. Para w = 1 la frontera de una célula 
o 1 es una esfera de dimensión nula S ® (un par de puntos), además,, 
estos dos puntos son de signo distinto. 

Da aquí obtenemos: 

H„(S"-,G) = G, n>l, 

H n (S"; G) = G, (10> 

H h ( S"; G) = 0, k =?& 0. n. 

Si hay un ramo q de las esferas S" jy 1, / == 1, 2. . ., q, 

unidas en un punto, entonces hay un vértice o® y g células «-dimen¬ 
sionales o’,'.cj, donde 9a\‘ = 0. A tal ramo se reduce un domi¬ 

nio obtenido de un espacio euclfdco IK"' 1 mediante la exclusión 
de un conjunto de q puntos. Designemos a esteramo por K" q - Tenemos: 

A 0 (AJ; G)=G, 

Ií n (A?; G)~G + G+ ...+G(q piezas) (11> 

tf|(*í;G)“0. í¥=0, n. 

ejemplo 2. La partición celular del toro. Aquí tenemos célula* 
o®. o¡, <j 1, o® (véase la fig. 23), además, do® = doj = do!> = do® = 
= 0; 

H t (r-) = G. //, (T a ) = G + G, H t (T*) = G. (12> 

ejemplos. La superficie (botella) de Klein tiene las siguientes 
células: o", c¡, a¡, o® (véase la fig. 24), al mismo tiempo da° = 
- do\ = do'. = 0, da- = 2o 1 

//„ (A®; Z) = Z, ff t (A'®; Z) = 0. H i (A®, Z) = Z + Z 2 ; 

íí 2 (A*; Z.) = Z 2 . <13> 
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ejemplo 4. La superficie proyecltva RP a . Aquí tenemos 
3 células: o®, o 1 , o*; do® = da 1 = 0, da 2 = 2o 1 (véase la fig. 25), 

//„ (KP a ; Z) = Z, H x (RP-; Z) = Z,, H t (RP a , Z) - 0. (14) 

ejemplo 5. Una superficie orientable del género g: tenemos un 
4g-ágono (véase la fig. 26 para g = 2). Las células: o®, o¡, . . . 
• • oíg. a 2 . Son nulas las fronteras de todas las células. Tenemos 


d° d¿ <j° d° d¡ d° 



Fig. 23. Toro. Fig. 24. Superficie de Klein. 



Fig. 25. Plano proyectivo. Fig. 26. Rosquilla. 

las homologías (G = Z): H„ = Z, H¡ = Z + ... + Z (2g su¬ 
mandos). 

ejemplo o. Un espacio proyectivo RP". Hemos visto más arriba 
que ¡HP' 1 = D n (J/ n RP"' 1 . donde/„: 5”-* -*■ ÍIP"-* es un cubri¬ 
miento estándar. Obtenemos por una céluia o" «= (£*, /*) en cada 
dimensión k: o®, . . ., o". Mostremos que do 2 ’’* 1 — 0. da 2k = 
“ 2o 8 *” 1 . La aplicación de la frontera S m de una célula a m ’* en 
un armazón m-dimensional do un espacio proyectivo, es un cubri¬ 
miento estándar S"' — l HP m . Por eso es necesario calcular el grado 
de la aplicación 

■S" -K KP m R — S m . (15) 

Esta aplicación se representa en la figura 27. Es una suma (en el 
sentido del grupo n m (5™)) de dos aplicaciones S m en S"‘. Para ni 
impar estas dos aplicaciones tienen grado +1, por eso da"'* 1 = 2o m . 
Si m es par, los signos de los grados son opuestos y do 1 "* 1 = 0. 

4* 
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Así obtenemos una forma de homologías del espacio proyectívo 
RP" para G = Z y G = 2 S : 


a) // 0 (RP"; Z) = Z,/y„(RP"; Z)= | °¿ 
Z) = ( 


b) 2 S ) = 


O, n = 2k 

2 * 4 - 1 , 

O, k = 2l 

Z s , A: = 2/ + 1. donde 0</c<n. 
Z 2 , * = 0. i. . . « 


(16) 

n?) 


eji-mplo 7 . El espacio complejo proyectívo CP". Sean (z„, . . . 
. . ,, z„) coordenadas homogéneas en CP". La ecuación z„ = O 




Kig. 27. 


determina en CP" una snbvariedad coincidente con CP’* -1 . La dife¬ 
rencia CP" \ CP"- 1 es un espacio complejo «-dimensional C” (con 

Jas coordenadas z,/z 0 . z,Jz„). Poroso la diferencia CP n \ CP n “* 

determina una célula 2n-diraonsional o in . Continuando este proceso 
obtendremos la partición del espacio complejo proycctivo CP" 

en las células do dimensión par a", a 1 .o ,, ‘. Es evidente que 

aquí todas las fronteras son nulas. Por eso //,>, (CP"; C) = G, 

O «S*.; «.//.,+, C'P": G) =0. 

Los complejos celulares convienen para calcular homotopías. 
Recordemos que a un espacio X lo llamaremos n-conexo. si es 
linealmento conexo y todos los grupos n, (X) = 0. cuando i n. 

teorema s. Todo complejo celular n-conexo K es equivalente 
homotñpica mente a un complejo celular K con vértice tínico o° y sin 
las células de dimensiones 1, 2, . . n. 

Antes de demostrar el teorema consideremos dos ejemplos. 
ejemplo 8. Soa n = 0. La reducción del complejo linealmente 
conexo K al K con un vértice os así: si se tiene una arista crj (una 
célula unidimensional), cuya frontera daj = aj¡ (J aj¡ se compone 
de dos vórtices distintos, aj¡ # o?¡, entonces ponemos la identifi¬ 
cación, reduciendo toda la arista o\ a un punto <Jj< = o”¡ que será 
un vértice. Las demás células no las cambiamos. Se obtiene un nuevo 
complejo K‘ con un menor número de vértices, etc., hasta que llegue¬ 
mos aun complejo con un vértice. Los complejos K y K' son liomotó- 
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picamente equivalentes (la demostración se da más abajo). Como 
resultado, obtenemos el complejo A con un vórtice o", 1-célula o} 
y 2-célula o?. El 1-armozón A, es un ramo de circunferencia» 
o¡: K¡ = 51 V ... V •?/»• donde A' es un número 1-célula a lr 
i = 1, .... N. Un grupo n,(A,) es libre con generatrices {o!} = 
■= a, (véase [11, parte II, § 19). Las células a) so pegan mediante las 
aplicaciones de una frontera S) — da) —► A,, que dan algunos ele¬ 
mentos Vj de un grupo libre ít, (A,) con las generatrices a„ , . . 
. . ., a N . Así, el grupo n, (A ) es dado por las generatrices a¡, . . . 
.... a N y las relaciones V, = 1 para todas las o| 2-celulares en el 
complejo K (con un vértice). Pasando a un grupo fí¡ (A; Z) obte¬ 
nemos los ciclos básicos |a,l, . . ., [a*.] y las relaciones V¡ = 0 
(en una escritura aditiva) en un grupo conmutado. Do este modo se 
verifica la definición del grupo de homologías //, (A; Z) — 
*= n, (A)/[ji, (A), n, (A) 1 dada on |1J, parte II, § 19. 

ejemplo». Si n> 0, entonces los grupos //„+, (A; Z) y 
n n+i (A) son conmutativos. Ellos son dados por las mismas genera¬ 
trices aj, es decir, por las o ’,'* 1 ( n -f- l)-células on K (l = 1, . . . 

. . ., A') y por Jas relaciones iguales de las fronteras de las o”* 2 
(n 4- 2)-células. Obtenemos el: 

conoLAmo (teorema de Htirewicz). Tiene lugar la Igualdad 
n n+i (A) = // n +i (A, 2) para un complejo n-conejo (n > 0). 

demostpación. Coda aplicación de una esfera (n + l)-dimen- 
sional en un complejo celular A, es bomotópica a una aplicación 
en un armazón (n -f- 1) dimensional (véase el teorema 2). Por eso, 
cualquiera aplicación de esto tipo se representa en forma de combi¬ 
nación lineal con los coeficientes enteros de las células oí"* 1 en 
A(í = 1.A r ). Cada relación 2 ~ 0 en el grupo n„+, (A) 

es una aplicación de un disco />“+* en un complejo A tal, quo su 
restricción en la frontera iS"+* es una combinación lineal 2 

Semejante aplicación es bomotópica a una aplicación que trasla¬ 
da D" +l a un armazón de dimensión n + 2; además la bomolopía 
es constante en la frontera S"+ l (la demostración es completamente 
análoga a la del teorema 1). Por eso. cada relación de la forma 
es bomotópica a cero» en el grupo Jt„ +J (A), es equiva¬ 
lente a la relación» 2 ^(°í“ es liomológica n cero» en el grupo 
H„+¡ (A; Z). El corolario queda demostrado. 

problema i. Demuestre la afirmación inversa. Sea A un com¬ 
plejo celular conexo, simplemente conexo. Si //* (A; Z) = 0. 
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cuando 0<¿<n, entonces n»(fiT)=0 con los mismos ¿ y 
(K) = //„ (*; Z). 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Fija OJOS lin VÓrtlCO O 0 y lo UI1I- 

inos con los demás vértices o¡ mediante las vías (curvas) yi- Se 
puedo considerar que todas estas vías so encuentran en un armazón 
unidimensional del complejo K. Peguemos al complejo K semicírcu¬ 
los por cada vía y¡. Obtendremos un nuevo complejo celular K, 
que contiene el complejo K y. además. las células o¡ y o} (véase la 
fig. 28). Los interiores de las células oi no so intersecan, por eso la 



Fig. 28. Fig. 29- 


unión do ellas está contraída en IC. Así. un espacio cociente K = 

= K =■ /(] o| obtenido mediante contracción de todas las células o¡ 
4 

en o° os equivalente homotópicamente a K. Por otro lado, el com¬ 
plejo K se contrae en K (el semicírculo so coatrae en el diámetro), 
por eso K ~ k ~ K. El complejo K tiene exactamente una célula 
O-dimeusional (vértice). 

Luego, sea que el complejo K tiene un vértice y ya no contieno 
células de dimensión 1, 2. k — 1, k < n. Entonces un arma¬ 

zón ¿-dimensional del complejo K. es uu ramo de esferas ¿-dimensio¬ 
nales 5*. Cada esfera S\ es homotópica a cero en K en virtud do la 
n-conexión, por eso es posible pegarla por un disco D k \ l (se puede 
considerar que el disco D*‘‘ so encuentra on un armazón (¿ + 1)- 
dimensional del complejo K). Peguemos a la aplicación del disco 
D' , í' un disco D"* 1 (por la mitad de la frontera). De este modo obten¬ 
dremos un complejo K equivalente homotópicamente a K, que con¬ 
tieno por una célula excesiva o**' y o*** en cada célula ¿-dimen¬ 
sional en K. El conjunto de las células o*-*- 1 es contraíble en K, por 
eso Je = K/ U o*t' — K — K. El complejo K es equivalente 

homotópicamente a K y no tiene células de la dimensión 1, 2, . . . 
. ... ¡t — 1, ¿. El teorema 3 queda demostrado. 
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El teorema de la clasificación de las superficies cerradas (véase 
el § 3) permite indicar ana representación estándar Af* en forma 
de un conjunto de células: A/* = o° (J(U ai) U a*, donde a° es un 

a 

punto; a él está pegado un ramo de circunferencias V S'a y después 

a 

a este ramo, en concordancia con una palabra IV, se pega el disco 
£>* (una célula bidimensional a*) (véase la fig. 29). 

Un caso especial de Aí| cuando g = 1 se muestra en la fig. 30. 



Fig. 30. 


Do manera que las circunferencias (5i) se pueden numerar con 

las letras n,. a, . n n {n = 2g para .V/J y n = p para M]¿) y un 

polígono fundamental IV -a? puede identificar con una célula bidi- 

n 

mensionnl o*. Como un grupo n,( V S‘ a ) os libro con generatrices 

a —1 

a,, .... a„, la pegadura do uno célula a 2 por Ja palabra IV ■= 
=-a,¡ introduce una única relación en ji, (A/*). 

Así, un grupo fundamental ji, (A/ 2 ) admite la siguiente repre¬ 
sentación por las generatrices y relaciones: 




1 para S 2 ; 

a,, b,. ..., rtj, b e ‘, 

W — a,b,a -‘, b\' ... a g b s a’i'b~g' — 1 para M¿, 
a ,. ..., W =a*al ... aj,= 1 para A/J. 


(18) 


problema 2. Demostrar el isomorfismo do los siguientes grupos, 
correspondientes a diferentes representaciones de jt, (A/*): 

1 . a) a,, 6 ,, ...,a g , b e ; W = a,6,a7 1 6;' ... a s b e tl¡¡'b g '. 

b) <*„ b, . a g bg\ IV = a, ... a g ó, ... b e a-'Tr' ... aj'fcj'. 

2- a) a, . a „; IV -a{ - “l-_ _ 

b) a„ 1 ,.-a», b k ; IV = a 1 6 1 a7 , 6| ... a k b^ái¡ i b k , |*/ 2 , p es 

par. 

c) (i es arbitrario; a, .a„; ÍV = o, ... «,.«7’ ... 
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problema 3 Demostrar que para diferentes superficies, los 
grupos a, (Al*), e incluso (H, (M 1 ) = n,/[n,. ji, 1 son no isomoríos. 

problema i. Clasificar todas las superficies bidimensionales 
suaves conexas (no compactas). 

problema 6. Demostrar que la igualdad a cero del índico de la 
intersección de cualesquiera dos ciclos unidimensionales es la con¬ 
dición necesaria y suficiente para la realización de una variedad 
bidimensional orientable suave conexa Al* (abierta o con frontera) 
en forma de un dominio plano. (La variedad bidimensional plana 
es orientable automáticamente). 

problema ó Para que la variedad bidimensional abierta Al* 
sea homeomorfa a un dominio abierto en una variedad bidimensional 
compacta cerrada, es necesario y suficiente que un grupo //, (-1/ 2 ; Z) 
(o n, (:l/*)) tenga un número finito de generatrices. Demuéstrelo. 

problema 7. Demostrar que cualquiera variedad abierta conexu 
bidimensional Jlf* tiene un grupo fundamental libre, y que tal varie¬ 
dad M* es equivalente homotópicamcntc a un ramo finito V 5! 

i-i 

(A: < os), o bien a un ramo infinito de las circunferencias \/ SJ. 

Observación. Se puedo introducir una métrica de Riemann de 
curvatura constante sobre cada variedad compacta conexa suave 
cerrada bidimensional. Con esto, sobre la esfera S 5 y el plano proyec¬ 
to RP 3 se puede introducir una métrica de curvatura conslaute 
positiva (esta afirmación es evidente); sobre el toro y sobre la super¬ 
ficie de Klein se puede introducir una métrica de curvatura nula. 
La existencia do semejante métrica sobro el toro sigue de la repre¬ 
sentación: T 3 = SVr, donde el grupo Y = Z(a) © Z(b) tiene 
dos generatrices a, b, que nrlúan sobre R 2 como traducciones. Está 
claro que el grupo T está representado por las isometrías de un plano 
euclídeo R*. Una situación análoga tiene lugar también en el caso 
de la superficie de Klein, que admite la representación de la forma 
R 3 /r, donde un grupo de movimientos T está engendrado por las 
transformaciones 

T x (x, y) = (*,!/+ 1), T t ( x , y) = (x -f — y), 

unidas por la relación T~' 1 T l T,T i = 1. 

Sobro todas las demás variedades bidimensionales (conexas com¬ 
pactas suaves cerradas) se puede introducir una métrica de Riemann 
de curvatura constante negativa. Para estas variedades M- existe 
una representación: iW 2 = L t /Y, donde L t e s un plano de Lobaclievs- 
ki (provisto, por consiguiente, de una métrica de curvatura cons¬ 
tante negativa), T es un grupo isomorfo a n, (Al*) y que actúa sobre 
¿ 2 por las isometrías (movimientos) (véase 11), parte II, § 20). 
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Realizamos una acotación útil a propósito de las operaciones 
antedichas de pegadura de asas y de la cinta de Moebius. Resulta 
que estas operaciones son casos particulares de una operación más 
general, llamada «suma conexa de dos variedades do igual dimen¬ 
sión». Describamos esa operación más detalladamente. 

Sean y dos variedades suaves cerradas de igual dimensión. 
Encajemos las variedades M* y A/" en un espacio euclídeo JUV, 
donde N es bastante grande, y coloquemos M” y M x en RiV de tal 
manera que un par de puntos: x 6 A/, e y g A/, tengan una distancia 
e entro sí. donde e > 0 es bastante pequeño, además, sus planos- 
tangentes T x y T v son paralelos entre si. Con esto se puede considerar 
que A/j y A/ 2 no se intersecan en R N , por ejemplo, se encuentren- 
a diferentes lados do un hiperplano IR*'- 1 cr R K (fig. 31). 



Fig. 32. Fig. 33. 


En vigor del paralelismo de los planos T x y T„ estos dos planos 
n-dimeusionales se pueden incluir en un subespacio euclídeo (n -+- 1)- 
dimensional íl"+* cr R- v , y se puedo considerar que el segmento 
[ x , y), que une los puntos itf ra R ,, + l , es orLogonal a T x (en el 
punto x) y a (en el punto y). Ahora podemos examinar un cilindro 
de radio suficientemente pequeño e>0 con uu eje la:, y), cuyas 
bases —esferas S"- 1 — so encuentran en T x y i\ (los puntos .rey 
son los centros de las esferas). Vamos a construir una nueva variedad 
n-dimensional (designémosla por M l =#- A/ s ). al cortar A/, y Af„ 
discos de radio e con centro en a y con el centro en y. uniendo las 
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esferas n-dimensionales obtenidas mediante el cilindro arriba cons¬ 
truido (véase la fig. 32). 

Nótese, que la variedad obtenida M t 4f Af* está determinada 
unívocamente (si M¡ y M, son conexas) eu el siguiente sentido: al 
cambiar los puntos x, y por otros puntos x' £ M x> y' 6 M z , la varie¬ 
dad M, # M, es reemplazada por otra difeomorfa. Claro está, que 
la operación 4r es asociativa: (Aí ■#: N) Q « M --(fc (N Q) 
(difeomorfismo). Además, la operación .•{= es conmutativa. _ 

Consideremos ahora desde el punto de vista de la operación de 
tomar una suma conexa, las operaciones de pegar el asa y la cinta 
de Moebius, introducidas antes. Es evidente que la operación de 
pegar un asa estándar abar'b- 1 es equivalente a la toma de una suma 
conexa de la variedad inicial di 1 y del toro T*. Luego, la operación 
de pegar la cinta do Moebius os equivalente a la toma de una suma 
conexa de la variedad inicial A/ 3 y un plano proyectivo RP 3 (véase 
la fig, 33) 

Es evidente que M* -fe S- « A/ 3 (difeomorfismo); MI, .1/J, s» 

»«„,.! Mi, * « ,1/Í..,..; A#*#**-.# «3-, « 

« l/ 3 Ir .1/1-3. 

Así, por ejemplo, la superficie de Klein es una suma conexo de 
dos planos proyectivos RP 3 (véase más arriba). 

De manera que un conjunto de clases de Las variedades difeo- 
morfas A/* (las variedades so suponen compactas cerradas conexas) 
se transforma en un semigrupo aboliano P con dos generatrices: 
a (el toro 2' 1 ) y b (ol plauo proyectivo RP 3 ) entre las cuales existe 
sólo la relación: a:*$=b = 6:#:í;4fc&. (Demuestre que no hoy otras 
relaciones.) Como elemento nulo en el semigrupo P actúa una esfera 
bidimensional. 

Utilizando particiones celulares do las superficies arriba obte¬ 
nidas, es fácil calcular las homologías do todas las superficies bidi- 
mensionales cerradas y también el grupo fundamental: 

1 ESFERA s>. Sus homologías ya fueron calculadas:// 0 (5 a : Z) = 
= // 2 (S 3 ; Z) = Z, U¡ — 0. Luego, sabemos que jij (S 3 ) = 0 
y rc 2 (S 3 ) — n 3 (5 3 ) = Z. 

2 superficies okientables J En vigor de la orientabiltdad 

Z) = Z. En este caso un grupo 


tenemos: H x (Mg\ Z) — n 0 


H o (.i/I; 


fundamental se da por 2g generatrices a 
y por la relación n,ó,a'¡ó'í . . . a t bga~g b~' g = 1. Esta 


K 

relación 

'desaparece en el grupo conmutado t) = nj/fn,. jt,l y obte¬ 

nemos Hi (A/f; Z) = 2+ ... +2 (2g sumandos). 

s süvebpicies no orienta bles »i ¿ En virtud de no orientabili- 
dad (véase § 3). //„ (Afj¡; Z) =»Z. H. (A/¡1; Z) = 0. En un grupo 
fundamental it, (A/g) se tienen p generatrices a,, .... a„. unidas 


por la relación aja. 


Jtjl las generatrices a,, 
mediante la relación 2 (a 2 + ... 


= 1. En la3 homologías H¡ (A/g; Z) 


a _ 


a„ conmutan y están unidas 
4- aj = 0. Por eso ff l (A/J; Z) = 
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09 


= Z H- . . . + Z + Z a . Aquí las generatrices en los grupos Z, 
iT-1 

son a 1% . . a 4 _j; la generatriz en ol grupo es a v + • • + 

Consideremos ahora el llamado «espacio lenticular» L p , que se 
obtiene de la esfera S 3 '. | z, |* + | z, |* = 1 mediante la factoriza- 
ción por la acción del grupo Z p : 

( 2wi 2.m \ 

z,e p , z»e e / • (19) 

Cuaudo p = 2, obtenemos un espacio tridimensional proyectivo 
R T 33 . 

Paca construir la partición colular del espacio lenticular Lp 
partamos, primeramente, la esfera S 1 do la manera siguiente: sea 
3 = 0, 1. Las células <y¿ son tales puntos (z,, z 2 ), que 

z 2 =pe'®, p > 0, ^ < rp < ¿Líl±-i2 ; o}, son talos puntos (i„ z a ), 

que Zj = pe'' 1 , p>0, = o¿. son tales puntos (z,, 0), que 

z, = e"r.<<p <-Üiüi; oj. son puntos( e p , o). 

Está partición celular está representada esquemáticamente en la 
fig. 34, donde la esfera 5 J so identifica con un espacio tridimensional, 
compactado por un punto infinitamente alejado (p = 3). 



Con una orientación necosaria de astas células obtendremos: 

()oj= 0 ¿+i — a¡f, dcrj = ai + .. - +oJ. óoj = o2+t— a i- (20) 

(Aquí (q + 1) se reduce por el módulo p). Después de la identifi¬ 
cación por la acción del grupo Z p . las células oj. oj, ai. aj con 
diferentes q se pegarán en una sola. Obtendremos la partición celular 
de la lente L p , compuesta de cuatro células: o 5 , o*, a 1 . a°, además, 
de las fórmulas (20) se deduce que da 3 = 0, da 3 = pe', óa 1 = 0. 
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De aquí se deduce: 

/ 1 3 ( L t \ Z) = 1 = H o 2.). I1-. {L p ; 2) = 0, 

H , (L p ; 2) = Z„. (21) 

Para los cocíicientes Z p tendremos: 

ff, (¿ p ; Z p ) = Z p , i = 0. 1. 2, 3. . . . (22) 

problema fc Hallar los grupos de cohomologías H' ( L v ; Z). 
La variedad general de lente de dimensión 2n — 1 se denomina 
factor de la esfera S*"~ l por la acción de un grupo Z m , donde la 
acción de la generatriz tiene la forma 

l int SnlQf \ 

(z,.z n )—U m 2 ,. e "• z s . e ™ z„r (23) 

Con esto, todos los números q¡, . . 7„-i deben ser recíprocamente 

primos con m, para que un espacio cociente sea una variedad (veri¬ 
fiqúese). Esta variedad se designa así: 

.<7n-.)- < 24 > 

Evidentemente, tenemos n¡ (L*"-') = Z m . 

pbodlema o. Construya sobre la esfera 5* B_1 una partición celular 
para que el grupo Z m actúa trasladando libremente las células (es 
decir, engendra la partición celular de la lente). Calcule las homolo¬ 
gías do las variedades lenticulares. 

problema io. Muestre, que para q, = 9 t = • . • =° ?n-i = 
= 1 un espacio lenticular es un espacio fibrado suave con baso 
Cp"-‘ y con fibra, que es la circunferencia S' 

¿z"->(1, ..., 1) — 1 CP -', F = S‘. (25) 

problema ii Calcule el anillo de cohomologías de los espacios 
lenticulares (con los coeficientes en el grupo G = Z m ). 

Es interesante la partición de una serie de espacios librados sua¬ 
ves. Consideremos aquí los cosos más simples, cuando una fibra F 
es la esfera S n ~ l partida en las células o p (J o'f' = S"~ l . Un ejem¬ 
plo importante es una variedad de los elementos lineales: 

A/ 1 "-' —— M", la fibra F = S n ~'. 

Sí la base M n está partida en las células a), entonces las células 
en un espacio fibrado M Sl ‘~ 1 se determinan do la condición 

p-' (o?) = oj x ^ = o^ x (o“ p Uor -1 ), ( 26 ) 

ya que el espacio fibrado sobre un disco es trivial (producto directo), 
véase [11, parte II, § 24. Así, tenemos en M 2n ~ 1 las células 

ojxo p . tfjxor"*. 


(27) 




§ 4. Homologías celulares 

■donde o? es una célula arbitraria (de dimensión q) en la base M n . 
Pero es difícil calcular un operador de la frontera de edtas células. 
Consideremos un ejemplo: un espacio M 3 de los elementos lineales 
hacia una superficie cerrada M¡ del género g 0 , con una partición 
celular estándar (véase más arriba): 

= o°U(a), = 1, .... 2g}U<J 2 . (28) 

En el espacio áf* obtendremos las células de dimensión 0, 1, 2, 3 
o°XaV a) X oV, o 2 xa), 
a° X ot, a) x a>, o 2 X afc-. 

Un vértice es una o° X o^. todas las células unidimensionales son 
ciclos. La variedad M 3 es orientable. Por eso la célula tridimensional 
<j s X a)- es un ciclo. Vorifíqueso que la célula crj X en una fibra 
es también un ciclo on las homologías: pero en n, (.l/ 3 ) la frontera 
d (a¡ X a'f) da un conmutador de las curvas o) y a' F . La célula 
<j 2 X <3$ no es un ciclo. Tiene lugar la fórmula 

0 (a 2 x oí-) = l (da*) x oH Ul^x (o W 2 *“!. (30) 

El símbolo (aM 3-2 * significa que en la frontera do la célula 
o 2 X a F se incluye el ciclo unidimensional a'f repetido 2 — 2g 
veces (con una orientación conveniente). Eligiendo una do las parti¬ 
ciones en la base tenemos para da 3 : 

áo 2 = |I (a| 6 |a 7 * 67 l ) = \V (a, í>), (31) 

.—i 

donde las curvas a¡ están representadas por las células o¡, y las 
curvas b,, por las células crj», en la baso ;l/|. 

problema 12 . Demuestre la fórmula (30) para la frontera de la 
célula o 2 X op, utilizando un campo vectorial sobre Mg, que tiene 
exactamente un punto singular con el grado 2 — 2 g (véase 111 , 
parto II, § 15). 

Para el grupo n, (;1/ a ) tenemos las generatrices a t , . . ., a,, 
b¡ . b s , y (aquí y es una libra F = .$*) y las relaciones 

[«l. Vi n<yalV=*l. lóiYl = V = 1. (32) 

Y 2 ’ 2 * = W(a, b) = lí (a l b,a í 'b-') = \[ |<z f , 6 ,]. (33) 

i=i i=i 

Verificar que las homologías H , ( M 3 ) tienen la forma: 

H = 2. 1Í, = Z+. .+2 + Z 2 ,_ 2 , //, = £+.. + £, // 3 ~Z (34) 


2t¡ pie»a' 


2g pie ?9* 
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§ S. Homologías y cohomologías singulares. Invariación 
homotópica de ellas. Sucesión exacta del par. 

Homologías relativas. 

El método más general para la determinación liomotópicamenle 
invariante de las homologías y cohomologías. que vamos a utilizar 
aquí, no exige la estructura de variedad, ni del complejo Simplicia! 
o del celular 

Sea .V cualquier espacio lopológico. 

definición i. Un simplex singular k-dlmensional se donom i ña¬ 
par (o*. /), donde /: o* — * X es una aplicación continua de un síni- 
plox estándar As-dimensional a = ia„ . . . a*] en un espacio A'. 
Cadena singular /{-dimensional se denomina la operación formal 1 
finita lineal c¡, = v (o*, /,), donde g¡ son elementos de un grupo 

i 

abeliano escrito aditivamente G, y (oj, /,) son simplex regulares d» 
dimensión k. 

A la frontera de un simplex singular se la llamo combinación 
formal lineal del tipo 

*(«*. /) =2 (—1^(0^"'. /!„*-«), 

donde oj" 1 = [a 0 ... a, ... a*] os la g-nésima cara de un simplex 
estándar, /l o ii-i es la restricción de la aplicación / sobre la cora 

er* -1 (la cara de un simplex singular, es también un simplex 
singular). La frontera de una cadena singular tiene, por defini¬ 
ción, la forma: 

<>c h - 1 g,0 (o*, /,). 

Del lema 3.1 se deduce que c/dc* = 0. Un ciclo singular es un» 
cadena tal, quo dc k = 0. Una frontera singular es una cadena c\ 
tal. que c h = 9c e+1 . La frontera singular es un ciclo. Los grupos de 
homologías singulares (simpliciales) H k (A’; G ) son clases de equi¬ 
valencia de los ciclos A-dimensionales con exactitud hasta las fron¬ 
teras. 

Los grupos de cohomologías singulares H u (X; G) se determinan 
como en el § 2: las coradenasson formas lineales en las cadenas y un 
operador ó está conjugado a d. La comodidad en la utilización de las 
homologías singulares consiste en que paia cualquiera aplicación 
continua de los espacios <p: X —*■ Y los homomorfismos inducidos <j>„ 
y <p* de los grupos de homologías y cohomologías singulares 

G)-i-ff k (Y; G), 

<f* : ll h (Y; G) -*■ H k (X; G) 


(1) 

(l'> 
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se construyen de una manera evidente. Aquí la cadena singular- 
c k = 2 Si ( a t• /<) P asa a ser una cadena singular (p* ( c k ) = 
= 2 Si ( o 1 ', (¡> o /i). Las cohomologías se aplican en el lado opuesto: 
q*: H K (Y ; G) H h (X; G), donde la cocadona c' 1 pasa a ser 

q* (c"), además (q* ( cc k ) = (c\ q» (c*)) por definición. Las- 
aplicaciones tf* y q* sobre las cadenas y cocadenas son conmutati¬ 
vas con un operador de frontera y por eso son definidas sobre las- 
clases de homologías y cobomologías. 

De la definición de las homologías singulares (cohomologías), 
se deduce con evidencia quo los espacios equivalentes topológica- 
mento (homeomorfos) tienen iguales homologías y cohomologías. 
Demostremos una afirmación más fuerte: la invariación homotópica* 
de las homologías singulares (para las cohomologías todos los razo¬ 
namientos son los mismos). 

teorema 1 . Sean qi 0 : X Y, <p,: X ->■ Y. aplicaciones homotó- 
picas. Entonces, los homomorlismos inducidos de los grupos de homo¬ 
logías ip 0 ., q,„: II h (X; G) -> H h (Y; G) coinciden : q 0 . *=- q t * [para, 
las cohomologías <p¿ = qj). 

demostración. Sean: I, un segmento 10, 11; <D, una homotopía, 
que une las aplicaciones q 0 y q,: 

<!>(*. i):XxU Y, <H|,_, = <p„ <Ul,_i = q„ x£X. 

( 2 ). 

Para cualquier simple* singular (o, /) está determinada la aplica¬ 
ción de un cilindro o X I en un espacio Y - : 

<l> (/ X 1) (o. t) = O U (a), <): a X / -s- X X / — Y. (3)- 

Partimos el cilindro o X / en simple*: si a = la 0 . . . «*1, los 

vértices en el cilindro o X I tendrán una forma a? (base inferior) 
y ctj (base superior). Los simple* del cilindro o X I tienen la forma 

a,= K ...a“ot‘aJ +| ...ojl, 9 = 0, ...,Ar (4) 

(véase la fig. 35 para k = 1, 2). La aplicación tP (/ X 1) = / deter¬ 
mina una (le l)-cadena singular Simplicia! D (o, /): 

D(o, /) = (-l)*‘« 2 (-l)«(o„7). (5) 

«=0 

Obtenemos un honiomorfísmo de los grupos de las cadenas singulares: 

D:C„(X)-+C k+t (Y). (6). 

lema i. Tiene lugar la identidad'. 

0»é + |—l)* -, áo D = «pi. — q„.. (7> 
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demostración. Designemos por d [ct„ . . . a*l a la suma de los 
símplex del tipo (4): 

¿K • • • ®*1 = (— I)* -1 S (— i)®l«o - ctja} ...ttk]. (8) 

0 

Además, 

* 

d[a. 0 ... a„j = S (— l) 1 It*o • • • «*|. (9) 

t=0 

Entonces, 

ddl<x 0 ... «*!+(-1)*' 1 ddlot ... *„] = (a¡ ... a(|—K ••• «Si- 

( 10 ) 

Esta igualdad es geométrica monte evidente: la frontera dol cilindro 
feto • • • * 1,1 X I consta do un cilindro sobre la frontera del sim¬ 
ple:; i) la 0 . . . a*) y do las bases inferior y superior tomando en 
cuenta el signo. De osta igualdad so deduce la afirmación del lema. 



Fig. 35. Partición de cilindros en símplex. 

Del loma resulta (véase el § 2), que los homomorfismos de los 
grupos de homologías <p„., a = 0, 1 coinciden (para cualquier ciclo 
z* tenemos tpo.z/, — <p,.za = dDz±). El teorema queda demostrado. 

corolario Los espacios homo tópicamente equivalentes tienen los 
grupos Isomorfos de homologías ( cohomologias) singulares ( simpliciales ). 

ejemplo i. Cualquier espacio contractable (por sí mismo) X es 
equivalente homotópicamente a un punto. Determinemos las homo¬ 
logías singulares simpliciales do un punto (X = *): 

Los fe-simplex singulares del punto * = X: 

( 11 ) 

tenemos un símplex singular para cada dimensión k (ya que hay sólo 
una aplicación /). La frontera de un símplex (o*) tiene la forma: 

d(o*)=S (_l)«(a*-‘). 

í°0 


(12) 
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( 0, si le es impar olr = 0; 

<5(a*. /) = | sl k os (13) 

De aquí: H 0 (*; G) = G, H h (*; G) = O si k > O (el ciclo o*- 1 , /) 

si A: son pares, es la frontera de la cadena (o*. /)). 

ejemplo a. Si el espacio X es linealmente conexo, entonces 
H 0 (X; G) — G. En efecto, todas las cadenas O-dimensionales son 
ciclos. La cadena del tipo 2 g, (o 0 , /,), f, (o°) os una fron- 

t 

tera si, y sólo si, 2 Hi = *1- Dos síraplex cualesquiera O-dimensio¬ 
nales (o°, /) y J>°, g), / (<i°) » *„ g (o°) = x„ son homológicos: 

si <p: 10, lj X es una curva que une los puntos x í y x v entonces 

(< T ‘ , i B) — (o°. /) = d (o 1 . <p). (14) 

Por eso el ciclo 2 Si (°o' h ) 63 homológico al ciclo (2 gi) (a°, /) 
por consiguiente, ff 0 (X\ G ) = G. 

Do modo análogo so demuestra que para el espacio X que consta 
de « componentes de conexión lineal, el grupo //„ (X\ G) es una suma 
directa de « ejemplares del grupo G. 

Para algunos objetivos convienen más las homologías y coho¬ 
mologías singulares cúbicas. Demos su definición 

Un cubo «-dimensional estándar unidad í " es un conjunto de 

« untos (*,. . . ., x n ) en un ospacio 1 n . que satisface la rolación 
x¡ 1. Si n — O, entoncos I" es un punto. La cara del cubo 
Xi/ n (i = 1, . . ., n, k = O, 1) es un cubo /"- 1 , donde x t = e. 
En total, el cubo tiene 2 n caras X*/". 

Un «-cubo singular en el espacio X, es un par (/", /), donde 
/: /" — X es una aplicación continua. 

Las caras del cubo singular (/”, f) tienen, por definición, la 
forma 

\K/\ = f), i- 1. «,«=0,1. (15) 

Ellas se denominan caras i-inforior (k = 0) o ¡-superior del cubo 
singular (/". /). Cuando i < j, tiene lugar una identidad simple: 

A'?.a = X7_,X«. e, q = 0. I. (16) 

Sea C n (X; G) un grupo de cadenas singulares cúbicas de dimen¬ 
sión « con coeficientes en un grupo G, es decir, un grupo de combi¬ 
naciones formales finitas lineales de forma 

r«= 3?/?,(/". 1,) t 2 ,€G. (17) 


S-01126 
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La frontera del cobo singular es de tipo 

o(¡\ /)=S (-i)'/ i-á ;ñu (is) 

■-i 

El operador 0 se prolonga en todas las cadenas liRealmente. 
De la identidad (16) se deduce, que 00 (/". /) = 0. Un n-cubo sin¬ 
gular (/". /) se denomina degenerado, si la aplicación /: 7"A' 
se descompone en la superposición de la proyección sobre una cara 
I n —► /" _1 y las aplicaciones g: I"~ l X. 

Las combinaciones lineales de los cubos «-dimensionales singu¬ 
lares forman un subgrupo D n ( X ; G) en un grupo de cadenas C n (A; G). 
Puesto que un operador transforma un cubo degenerado de nuevo 
en un cubo degenerado, os posible, (adornando por los cubos dege¬ 
nerados singulares, determinar un grupo de cadenas cúbicas singu¬ 
lares «normalizadas» C n (A; G). suponiendo 

C n (A; G)- C n (A; G)/D. (A; G), (19) 

y el operador de frontero d: C„ (A; G) -► 6'„_, (A; G) (que será 
designado también por la letra 0). Como antes. 00 — 0. Por eso es 
posible definir un grupo de homologías singulares cúbicas como un 
grupo de ciclos normalizados con exactitud hasta los ciclos liomoló- 
gicos a cero (do forma análoga se definen las cohoraologías). 

Mostremos, quo los grupos de homologías construidos son también 
homolópicamente invariantes. 

teorema 2 Las aplicaciones homotópicas (p„, (|>,: A Y de ios 
espacios topo lógicos, inducen ¿guales lioniomorfismo.s <p,«: 7/„ (A; 
G) H„ (Y; G ) de los grupos de homologías singulares cúbicas e igua¬ 
les homomorjlsmos de ¡os grupos de cohomvlogías cúbicas <p* — cp*. 

La demostración de este teorema es igual a la demostración del 
teorema análogo para un coso simplicial (más arriba). Es necesario 
construir un operador D de homotopía algebraica, que confronta 
a cada cubo n-dimensional singular en el espacio A un cubo (n -4- 1)- 
dimensional singular en el espacio Y. Si 1 X X -*■ Y es una homo¬ 
topía entre las aplicaciones q> 0 , q>,, entonces el operador D se deter¬ 
mina así: 

D (7 B , /) = (/"+•. <I> (1 X /)), 

ya que 

7”* 1 = I x l n , IX /: 7"* 1 / X A. 

El operador D transforma los cubos degenerados una vez más en 
degenerados (verifiqúese). Por eso está definido también sobre un 
grupo do cadenas normalizadas. 

La igualdad 


DO ± 0D = <pi«-— ( ('o* 
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se demuestra íntegramente por analogía al lema 1. La demostración 
se concluyo lo mismo que en el caso de las homologías singulares 
simpíiciales. 

ejemplo 3 Calculemos homologías singulares cúbicas del punto 
X = » (y. de este modo, de la homología de cualquier espacio con¬ 
trae! able). 

En cada dimensión n tenemos exactamente por un cubo (/". 
donde l n (/") = Si n > 0 lodos estos cubos son degenerados. 
Por eso los grupos de las cadenas normalizadas cúbicas tienen la 
forma 

C„ (X; G) = G = H„ (X; G). C„ (X; G) = 0 si n > 0. 

Quiere decir que las homologías cúbicas de un punto son las mismos 
que las homologías simpíiciales arriba construirlas. 

odskiivacion. Si se construye los homologías 11 „ (X; O), partien¬ 
do de los grupos completos do cadenas singulares cúbicas C„ (X; G), 
entonces, las homologías de un punto en esta teoría serán no tri¬ 
viales. 

rnomEMx i H ) Determinar un grupo >/„(*; Z); b) demostrar 
que //„ ( X\ = //»(•, Z)) para cualquier espacio X. 

Definamos ahora ]»s homologias relativas singulares. Las defi¬ 
niciones aquí son iguales quo para las variantes Simplicia! y cúbica. 

Sean: X, un espacio topológico; Y, su subcspacio. Entonces, los 
grupos de cadenas singulares C k (Y) se encuentran en los grupos 
C'u (X). Consideremos un grupo de cadenas relativas Cu (X, Y) = 
= C» (X)/C k (Y) (no escribimos explícitamente aquí los coeficientes 
de G, el grupo G os arbitrario). El operador de frontera 0 transforma 
Cu (Y) en C|,_, (Y), por eso él determina cierto operador de frontera 

d 

Ch (X, Y) -*• Ct,.\ (X, Y) para los grupos cocientes. Este homomor- 
fismo lo designamos también con o. Tenemos un complejo de cadenas 
relativas y un complejo conjugado de cocadcnas. 

Como antes, definimos los ciclos relativos Z k (A', Y). para los 
cuales oc k =0. Las fronteras relativas B k (X, Y) cz Z,, (X, Y) 
tienen la forma c* = dc,, +1 . Al grupo cociente I/ k (X. }') 

— ¿ó, (A . Y)/B k (X. Y) se le llamará grupo de homologías relativas 
(de dimensión k). 

Un grupo de homologías ll k (X) tiene una aplicación natural en 
un grupo de homologías relativas: cada ciclo de II k IX) se puedo 
considerar como relativo. Obtenemos los homomorfisnios 

V» (X) —//,, (X, Y), H h (A, Y) — rj> (X). (20) 

5» 
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Además, la inmersión (el encajo) de los espacios Y -*■ X designado 
por la letra i determina un «homomorfismo do inmersión» 

Hh (y) -JU. H y (X), H h (X) —la- Ii h (X) (21) 

Construimos ahora un homomorfismo de frontera 3*. que aplica 
el grupo H h (X, Y) en un grupo //»_, (K) (para las cohomologías un 
homomorfismo 6», que aplica H k ~ l (Y) — H K (X, V))- Sea c h £ 
eC„(X, Y), un ciclo relativo. Es posible considerarlo como una 
cadena ordinaria (o «absoluta»), es decir, como un elemento de 
Cy (X), determinada con exactitud hasta una cadena arbitraria de 
C k (Y). La frontera c*., = dc h es un ciclo (h — l)-dimensional en Y. 
Entonces d, (c h ) corresponde a una clase de homologías del ciclo 



c h _, = 0c h por definición (véase la fig. 36). La clase de homologías 
3„e„ no doponde de la elección del representante en la clase c h (veri¬ 
fiqúese). Obtenemos un homomorfismo definido correctamente 

0„://„(X, r)-//*_,(r). (22) 

Combinando homomorfismos i,, 1 y 3„ obtenemos una sucesión 
de homomorfismos 

...^H h (Y) H k (X)-l n„(X, Y) A H h . t (Y)± ... 

... — (Y) H n (X) — H„ (X. Y) -* 0 (23) 

teorema a. La sucesión (2.3) es exacta, es decir a) Ker i* = Im 3„, 
b) Ker / = Im £,, o) Ker 3. =» Ira i. 

demostración. a) Verifiquemos que el núcleo Ker i* coincide 
con la imagen Im 3*. Soa c*., £ C*_, (V) un ciclo tal, que f* (c*-i) =» 
= 0. Esto significa que en ol espacio X se encontrará una cadena 
c h € Ch (X) tal, que dc h = c k . v La cadena c* es un ciclo relativo 
y la clase do homologías del ciclo c*., coincide con 3* (c*) por defi¬ 
nición. El punto a) queda demostrado. 
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b) Sea c k un ciclo en el espacio X tal, que j (c A ) = ü. Esto signi¬ 
fica que dc k — 0 y se encontrarán una cadena c A+ , en el espacio X 
y una cadena en el espacio Y tales, que 

c* + & c i,+i = c». 

Entonces. dc k — dc k — 0, por eso c k es un ciclo en el espacio X 
homológico al ciclo c k . Hemos mostrado que la clase de homología 
del ciclo c k tiene un representante en el espacio V. o sea, c k £ Im i H ,. 

c) Sea c k un ciclo relativo en C k ( X. V), además, d*c k — 0 en 
un grupo H k .i (Y). Esto significa, que el ciclo Óc k es homológico 
a cero en el espacio Y: óc k = 0c k ; c k es una cadena en C„ (K). Enton¬ 
ces, la cadena c k — c k es un ciclo «absoluto» en el espacio A' y da un 
elemento equivalento al ciclo c k en un grupo relativo II k (X, Y). 
De manera que ol ciclo <•„ ~ c k — c k se encuentra en una imagen del 
homomorfismo ¡. Verifique la exactitud en el término fí„ (X, Y). 
El teorema queda demostrado íntegramente. Para las coliomologías 
son análogas la secuencia de los razonamientos y la verificación 
de la exactitud. 

La sucesión (23) se denomina sucesión exacta (homológica) del 
par (X. Y). 

Observemos que si Y es un subconiplejo simplici.nl (celular) en 
un complejo simplicial (celular) X. entonces los bomoinorfisuios de la 
sucesión homológica (y cohomológica) del par para las homologías 
simpliciales y celulares se determinan de una manera evidente. Le 
dejamos como ejercicio al lector la verificación de la exactitud de las 
sucesiones obtenidas, que es totalmente análoga a la demostración 
dol teorema 3, 

C'ip.olahio De la sucesión nada del par se deduce la igualdad 
ff k (X. •) = ff k (X), *> 0, 

// o( X. *)~0, k = 0, t24) 

donde; X es un espacio linealmente conexo. 

demostración. Realmente, si k > 0 tenemos: 

H k (*)—i(X) —- H k (X, *)-*-H kmi (*)(X)—► ... 

Si A: — 1 =0, la inmersión H„ {.*) —*■ H 0 (X) es un isomorfismo. como 
se mostraba antes. Por eso para todo k > 0 tenemos una sucesión 
exacta 

0 — H k (X) -i- H„ (X. .) -h. 0. (25) 

Esto da de inmediato un isomorfismo de estos grupos, ya que Ker j 
= 0 c ¡m / = II h (A\ .). 
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Para le = 0 tenemos la sucesión exacta 

fío (.) -4- //„ (Y) -* H 0 (A, •) — 0. (20) 



donile ¡* i>s un isomorfisrao. Por eso el corolario (jueda demostrado. 

Una propiodad extraordinariamente importante da las homolo¬ 
gías relativas es su «naturalidad» con las aplicaciones continuas do 
los pares 

(Y. .Y ) 4(T. V'). (27) 

•donde X' c X, V a Y y / (Y') cr V'. tenemos las aplicaciones 
U : n, (Y) — II, (y). I* :H \> ) - H k (Y). (28) 

/* :H k (Y, Y ■)-*Jl h (Y. Y'), f-.II k (Y. Y')-* II’ (X, Y'). (29) 
1„.II„(X') ->-H„{Y'). /* : ll u ()")-»- tl k (Y'). (30) 

Todas las construcciones de los homomorfismos de la sucesión exacta 
•eran «naturales»: conmutaban con las aplicaciones continuas. Por 
•eso se tiene un homomorfiseno do sucesiones exactas 

- //»(Y') H,(X) ^ //* (Y. Y') H k .,( Y')- 

{/. {/. j'- !'• (3i) 

- H h (V)X II h (Y) ll k (Y, V) II,.., (Y') + 

Para las coliomologías tenemos análogamente: 

H k (X. Y') //‘(Y) X //'' (Y') A")-*- 

f/* f" i* (/* (32) 

H k (Y,Y')¿> H k (Y) ~ H* (Y 1 ) Z-H^HY.Y 1 ) — 

Esta propiedad es muy útil. Por ejemplo, tiene lugar tal 
afirmación i Que se tenga la aplicación de Uis pares 

/: (X, Y') -- (Y. Y'), (33) 

donde el homomorfismo /* es un isoinorfismo para 

II h (Y) & //» (Y) y H k (Y') £ H h (Y') (34) 

Entonces , tos grupas relativos H (Y. Y') y H k (Y, Y') son isomorfos 
también y f, di su isonortlsmo (analógicamente para las cohomologías). 

demostración. Consideremos el diagrama (31). Si n 6 II ¡, (Y. X ) 
y f,a — 0, entonces, tenemos 

/,d„a ■= 0,1,-x = 0. 


(35) 
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Por eso /» (<?«cc) = 0, donde#, a £ //*_, (A"). De la condición 
(sabemos, que /*: H k -i (-X") -*■ ff k -i (Y') es un isomorfismo) obte¬ 
nemos /, (d*a) = 0 =t~ d„tx = 0. Por eso a = j (p). Puesto que 
/* («) = 0, tenemos fj (P) = j (/, (P)) = 0 y por eso /* (p) == 
= i» (y)- Consideremos 6 = f~\ (y) 6 H k (X'). Entonces p = i* (Ó) 
y a = /i, (Ó) = 0. Por eso, a = 0, si /„ (a) = 0. 

Demostremos que cualquior elemento y del grupo H k {Y, Y') 
tiene la forma y = /* (ó). Si d.y = 0, entonces y = j (P). Considere¬ 
mos un elemento //“¿ (P) = a. Tenomos /, (a) = y. Si t^ygfe 0, 
entonces, introducimos el elemento /"¿d, (y) = d,p. Entonces, la 
imagen /« (p) será tal, que d* (/, (P) — y) = 0. Do esta manera la 
afirmación queda demostrada. 

Observación. La afirmación y su demostración siguen siendo 
correctas en la siguiente forma: si se exige un isomorfismo de apli¬ 
caciones en las homologías en cualquier par de los tres grupos //# (A), 
H* (X'), H k (X, X'). entonces, la tercera aplicación en las homolo¬ 
gías también será un isomorfismo. Para las cohomologías todo esto 
es análogo. 

Más adelante se demostrará que las homologías singulares coin¬ 
ciden con las celulares y simpliciales para los complejos celulares 
y simpliciales, utilizando las propiedades formales de las homolo¬ 
gías, demostradas más arriba, y una importante propiedad que ahora 
vamos a demostrar. 

Tiene lugar el siguiente 

teorema «. Sean: K, un complejo celular; L, su subcomplejo. 
Entonces , es correcta la Igualdad 

n„ ( K, L) = I1 k ( K!L), k > 0. (36) 

Con KIL designamos un espacio cociente, obtenido mediante contracción 
de todo L en un punto. Notemos, que KIL es equivalente homotópica- 



mente a un complejo celular K |J CL (véase la fig, 37), donde CL es 
un cono sobre L, obtenido de L x I mediante la contracción de la base 
superior en un punto. 

Damos la demostración para las homologías simpliciales (singu¬ 
lares). Introducimos un operador de subparticióu baricéntrica. 
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Definimos la subpartición de un símplex Ict„ . . . ct(¡l ■= o*. 
A la subpartición de un símplex unidimensional se la llama su parti¬ 
ción en dos con un vértice nuevo en el centro. Para subpartir un 
símplex bidimensional (a 0 ct,a¡¡] (triángulo), vamos a subpartir, 
primeramente, todas las caras unidimensionales. Después tomamos 
el vértice nuevo en el centro del triángulo y lo unimos con todos los 
vértices en las caras, los antiguos y los nuevos (véase la fig. 38). 



Fig. 38. 


Luogo obramos análogamente: tomemos un punto en el centro de un 
símplex ¿-dimensional; las caras ya están subpartidas. El conjunto 
de rayos que unen este vértice nuevo con un símplex o 11 ! 1 en la 
frontera, da nuevos símplex a* en una subpartición baricéntrica. 

Sea (o*, /) un símplex singular en el espacio X. Sean af, ... 
. . ., aj, todos los símplex ¿-dimensionales da una subdivisión bari- 
céntrica de un símplex o*. Designamos por p (o*, /) a una cadena de 
forma 

P(°\ /i=S (oí./rj) (37) 

(se toma la suma por todos los símplex de la subpartición o*). El 
operador p se prolonga linealmentc en Iodo el grupo de las cadenas 
singulares simpliciales C* (X): 

¥>:C„(X)-+C I¡ (X), *-0,1,... (38) 

Tiene lugar 

lema 2 El operador p conmuta con el homomorfismo de frontera 
dy es homo tópico algebraicamente a un operador idéntico. 

demostración. La igualdad dp = pó es evidente (caras «interio¬ 
res» de la subpartición del símplex se incluyen en la cadena óP dos 
veces con diferentes signos). Construiremos una homotopía algebrai¬ 
ca D tal, que dD ± Dd = p — 1. Determinamos para esto una trian¬ 
gulación del producto directo o h X 1 del símplex o* sobro un 
segmento / tal, que o* X 0 es un símplex yo* X 1 es una subparti¬ 
ción baricéntrica o h . Para k = 0, 1, 2 la triangulación o* X J se 
indica en la_ fig. 39. En el caso general, la triangulación o h X I se 
construye así: sea construida la triangulación de un simplex o*' 1 x /; 
de esta manera, las caras laterales en o* X I ya están trianguladas. 
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La base inferior do o* X I la dejamos sin cambios; en 1a base supe¬ 
rior tomamos una subpartición baricéntrica. Ahora ya está triangu¬ 
lada toda la frontera d (o* x /). Uniendo el centro de la base supe¬ 
rior con todos los vértices do la triangulación de la frontera 0 (o' 1 X /) 
obtenemos 1a triangulación o* X /. 

Sea (o*, /) un simplex singuiaren el espacio X. Está definida una 
aplicación «trivial»; 

f :o*X I -*-X. /(*. <) = /(•*)• (39) 

Designamos por D (o*, f) la cadena (¿-f l)-dimensional (o* x !,/) = 
= D (o*, /), donde o* X I está triangulado así, como se indica más 



arriba. El operador/), por construcción, da una homolopía buscada. 
El lema queda domostrado. 

demostración del teoiuíma En virtud de la invariación homo- 
tópica de homologías, tenemos 1a igualdad: 

H„ (K (J CL, CL) «= H„ (K (J CL, •). 

puesto que el cono CL se contrae en un punto. Además, 

H„ (K U CL, •) = H h (K U CL) = //» (A'/¿) 

cuando k > 0 (véase el corolario del teorema 3). Es suficiente con 
demostrar, que 

H„ (K U CL, CL) = H h (A, L). (40) 

Sea c k cualquier ciclo ¿-dimensional relativo en H,, (K U CL. CL). 
Construimos un ciclo bomológico a c k que se encuentra en un grupo 
H h ( K , L). 

Partimos el cono CL en dos mitades C,L y C 2 L (véase la lig. 40). 
En virtud del lema 2 se puedo reemplazar el ciclo c* por un ciclo 
bomológico a él, con simplex pequeños. Aumentando A (ite- 
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xando la subpartición), obtenemos que e! símplex que se interseca 
con C¡L. sa encuentra íntegramente en el cono CL. Excluyamos lodos 
los símplex. que so intersecan con C¡L. Con esto no cambiamos la 
clase de las homologías relativas (modulo CL) del ciclo p* c il ~ c*. 
El ciclo obtenido c* ya se oncuentra en el grupo // fc (K U C.L, C,L) = 
= II k ÍK. L) (ya que C¡L se contracta en L). Por lo tanto se ha cons¬ 
truido un ciclo r" en el grupo H k (K. L ), homológico al ciclo c*. 

Si ol ciclo c* para el par (K, L) es homológico a cero en el grupo 
H k (/( |J CL, CL), entonces el razonamiento idéntico se utiliza 
para «quitan una cadena limitante de vértice superior del cono, sub- 
pnrtiendo r* y la cadena que lo limita. 

El teorema queda demostrado. 


§ 6. Homologías singulares de complejos celulares. 

Coincidencia de ellas con las homologías celulares. 

Dualidad de Poincaré para las homologías simplicialcs 

Calculemos las homologías singulares de las esteras S “, n — 
= 1,2.... Por doquier en esto párrafo vamos a tomar en calidad 
do grupo de coeficientes «I grupo de los números enteros. 
iT'OREma i. Para n > 0 tiene lugar la igualdad, 


£) = 


r, i=Cl, t =n , 

0, i == 0, n. 


U) 


dkmosthacion. Sea i¡ = 1. Calculemos homologías de una ciroun- 
forencia .9‘ do una sucesión exacta del par (O 1 , ol)'). donde <)Ü' = S° 
son dos puntos, con esto H k (O 1 , S°) = lí k (S l ) en virtud del teo¬ 
rema 5.4. Tenemos: 

;/, (£>‘) H, (D>, S°) — //„ (.*) — ií 0 (D‘) -e 0 (2) 


Pero H, (D l ) = 0, ff 0 (ü l ) = l, II, (S-) = 2 © Z. porque S* 

consta de dos componentes conexos. Por eso la sucesión (2) obtiene 
la forma 

0 -v //, (ó' 1 )-Z©Z -»Z-+0, (3) 

de donde II j (S l ) = 2. Si k > 1, tenemos 


Jf h (O') - H„ (D\ S“) - i/*., (5®), (4) 

donde II h (D) = //*_, (5°) = 0. eso es. H„ (D\ 5°) = II h (S l ) =» 0. 
Las homologías de ía circunferencia están calculadas. 

Ya ha sido demostrado el teorema para las homologías de una 
esfera S "~ l . De la sucesión exacta del par (D ", S"~') obtendremos 


... - //* (D“) II„ (D\ SH k _ t (D-) . (5) 
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Si k > 1 obtenemos «na sucesión exacta de forma 

0 — H„ (•?")-*- tft-i(S n ‘‘) -*-0- ( 6 ) 


de donde H h (S") = (S n -‘). Ar> 1 . Si * = 1 , obtenemos una 

sucesión 

H\ (£>") -+ //, (D\ S-') — (S‘‘~ l ) -*-H„ (D") -*■ 0, 

o sea. 

0 -*• //, ( D n . S“~ l ) — Z Z 0 . 


En virtud de la exactitud de esta sucesióu, el homomorfismo Z — Z 
es un isomorfismo por eso //, (£>“, 5"' 1 ) = #t ($") = 0. De aquí 
so desprendo la corrección de la afirmación del teorema también 
para la osfera S". El teorema queda demostrado. 

observación Identifiquemos un símplex /¡-dimensional a” con 
un disco D"\ entonces, la aplicación idéntica o" —► o" determina un 
«icio relativo singular en el grupo II„ (L)”. S n ' 1 ) — II n ($")■ Esto 
ciclo es una generatriz en un grupo de homologías singulares II „ (o '). 

problema i. Sean o " = Iet„ . . . a„l un símplire /i-diuionsionaJ¡ 
P os una permutación de los vértices ct 0 . . a„. I’ determina la 
aplicación o" o". Cabular un elemento correspondiente en el 
grupo II n (5"). 

conoLARio i. Las homologías singulares de un ramo de esferas n-di- 
mensionales .*>"• .... Sy tienen la forma: 


H h (V 5’!) - 0. k * 0. «. Jf, i V p = Z. //„ ( V Ó?)=Z® . ■ ■ ® Z. 

.v veeei 

demostración. Consideremos el par: (U = K, U JD” = L). 

• i 

Evidentemente tenemos II,{K. /.)*S H>(D"■ é>D"). Si ¡>0, 
según el teorema, tenemos H¡(D", OD") - II, (6"). El corolario 
queda demostrado. 

corolario 2 - Lo aplicación J: S” —*• S n del grado deg / determina 
un homomorfismo /„: II n ( S") -*■ //„ (S“), que ex multiplicación por 
el número deg /. 

demostración La aplicación / del grado k — deg / de la esfera 
S" en sí misma, es posible construirla del modo señalado en la fig. 41 
(cualquier otra aplicación de grado k es homotópicn a ésta). Aquí 
todas las esteras del ramo se aplican en una sola, idénticamente en 
cada sumando. La aplicación de esfera en el ramo de k esferas trans¬ 
forma la generatriz del grupo H„ (S'') = Z un la suma de todas las 
generatrices del ramo. La aplicación del ramo do esferas en una esfera 
transforma cada generatriz de homologías «-dimensionales del ramo 



76 


Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


cu una generatriz del grupo II „ (£"). Por eso la aplicación pasante 
Hn (.S") = H„ (S*) multiplica la generatriz del grupo //„ (.?") = 
= Z en k = deg /. De aquí se deduce el corolario requerido. 



Fig. 41. 


corola n lo .i Para un complejo celular K tenemos 




0, í’&n, 

Z© ...®Z. J = n, 


a) 


donde el número de sumandos es igual al número de células n-diinen- 
stonales. 

La demostración se deduce inmediatamente del corolario 1 y el 
teorema 1. 

TI20P15MA s. has homologías singulares de un complejo celular coin¬ 
ciden. con las homologías celulares. 

corolario, has homologías celulares son homolópicamente inca rían- 
tes. has homologías simpliciales son un caso particular de las celulares 
y por eso coinciden también con las singulares, ij son homolópicamente 
invariantes. 

Primero demostraremos el teorema para los complejos simpl¡cía¬ 
les, que se deduce muy simplemente de hechos ya demostrados. Cada 
síniplex puede ser considerado como un simplex singular (o* 1 , J). 
Esto da un eucaje (inmersión) de un complejo de cadenas simpl¡cíales 
en las singulares 

C“ p '(Kj-rC^tK). (8) 

que, evidentemente, conmuta con un operador de frontera ó. Por 
eso tenemos la aplicación de homologías 

H? Dp '(K)-+ir¿ , *(K). ( 9 ) 

Si L es un subcomplejo simplicial en K, entonces tenemos la apli¬ 
cación de grupos relativos 

HÍ m *' ( K , L )—//?“ (K, /.) ( 10 ) 

y de toda la sucesión exacta del par (K. L). Sea que está demostrado, 
por inducción, el teorema para los complejos de dimensión — 1. 
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Para los complejos «-dimensionales K n tenemos la aplicación de 
sucesiones exactas 

ITfff' (K n , K"-') X -í- H? mpl (K")-r 

l i i 

-» n%\ (K n , K n -‘) -» rr; ns (fc n -')—Bf n “ (K*) -~ 

1 (AT n , K n -‘) X Hfü , l ¡,l (K n - 1 )-*■ 

i i 

— H) la * (AT n . K -') X 11 ™ (*"-') -► (11) 

Sabemos lo (siguiente: a) .por inducción /ftimpt (JE* - *)» 
~ H^e(K n -')\ 

b) ^;" npl (AT\ «:-*) - Hf' 1 (AT\ AT"-') -| 

(el número de los sumandos es igual al número do los símplex de 
dimensión n), como se muestra más arriba. Por consiguiente, teniendo 
la aplicación de sucesionos oxaclas (11), concluimos, que la apli¬ 
cación 

«*/""" (K n ) -*■ H) ,nt (AT n ) (12) 

es un isomorfismo para todas las j (véase la afirmación 5.1). 

El teorema queda doinostrado para los complejos simpliciales. 
demostración. Sean: K, un complejo celular general; K n , su 
arma/.ón «-dimensional, {o sea, la reunión de todas las células de 
dimensión no superior a «. Entóneos. K n /fC*~ l es un ramo de esferas 
«-dimensionales. con una esfera en cada célula n-dimensional. De 
los teorema 5.4 y 1 obtenemos» 

H n (K\ *"-*)-£„(*>, tf-')-0, ¡i + n (13) 

(coeficientes enteros), don!» C„ (AT> es un grupo da cadenas celu¬ 
lares. 

Queda determinado el homoinorfismo d = 

c n (K )» b „ (jt\ ir-») X (ir-K a:-*) ^ c,. ( (jo (i4> 

como una superposición 

H„(K n , K"-') X X B n .,(K n -'. K"~ 2 ) 

lema t. Eli operador d: C n (fC) -*■ C n . t (E). dado por la fórmula 
d — fd„, coincide con. un operador ríe frontera en un complejo de cadenas 
celulares. 
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demostración Sea a " una célula ^-dimensional en el complejo K . 
Ellu os generatriz en el grupo J/„ (a", dn--') cz //„ (A“, A" -1 ) — 
= C n (A), Con un homomoríismo de frontera //„ {o", ¿Jo’ 1 ) —>- 
H la o" pasará a ser la generatriz del grupo II n -1 
Su imagen en el grupo H r (A"" 1 , A n ~ s ) = C„.¡ <K) es de forma 

£/o"=2 (15) 

(suma por todas las células de dimensión n — 1), en virtud del coro¬ 
lario 2 del teorema 1. Aquí leí" : a"" 1 J es un coeficiente de incidencia 
de células, calculable como grado de la aplicación da’ 1 ->- K"~ l /K"~’ e 
en el i-csimu sumando, (véase el § 5). La fórmula (15) coincide con 
un operador de frontora en lus cadenas celulares, determinado antes 
en el § 4. El loma queda demostrada. 

Las homologías celulares poseen las siguientes propiedades: 

a) son iguales u cero en dimensiones mayores que la dimensión 
del complejo Uy [ (A“) = Ü, / > n. 

b) el grupo U c * 1 ( K ") es isomorfo a un grupo de ciclos c= 
c: C' n (A''*), ya que no hay fronteras. 

c) el grupo IIy' (K n ) depende sólo del armazón K l+l , o sea, es 
ol mismo grupo para K ¡ * 1 , A'*■*. . . ., A'”’ 1 , A". 

Sea que está demostrada, por inducción, la coincidencia de homo¬ 
logías celulares y singulares para los complejos de dimensiónsjn — 1. 
Consideremos el par (A", A" -1 ): 

-Ü //«"* //'/"* (A") -4- 

-4- "* (A", A"" 1 ) ffjíf (A->) —. (16) 


Tenemos (A", A""‘) = 0 si j^n. Por eso, de (16) dedu¬ 
cimos que 

(A"‘) = Hf' s <A n -') si ! + n— 1, n. 

De aquí tenemos 

//j,n * ,A,) = { Hf" 1 (A"-‘) = ny' (A- 
Quedan las dimensiones / = n, n —I. 

De (16) leriLmos: 

0 -* UT* 1 A’) — H l n int (A", A”- 1 ) (A"-*) 


— 1, n. 

(17) 

/>»+ 1, 
;s£n—2. 

(18) 

, <* 



0 — Ul lng (A“) — C?‘ (A") -4 y*!., (A"-*) -4 
— IfT- g i 1A") — Hn- g , (A n , A"" 1 ) 

II ^ 
ir,;i g (A") — o. 
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De aquí, utilizando el lema 1 sobre la coincidencia de un liomomor- 
fismo d en las cadenas celulares con el houiomorfiSMO 

id, : IlZ n * (A", IT-') Ü hTA <K"-') -i (A". A’-'), 

llegamos a la conclusión de que: 

a) el grupo If% UB (A") se halla en C%‘ (A") como un núcleo 
de d o sea, coincide con //“'(A'”). 

b) el grupo fft'ü'S (A") coincide con ZT- í/ Im d y por eso coin¬ 
cido con H%'-i (A"). 

El teorema queda demostrado. 

La demostración del teorema para las cohoinologías es total¬ 
mente análoga. 

ousenvACiON impoutantf Para la demostración dada aquí del 
teorema de coincidencia de las homologías celulores con las singu¬ 
lares simpliciales la construcción explícita de estas homologías no 
es esencial. Son importantes sólo las propiedades formales de estas 
teorías de homologías. La separación de oslas propiedades puras per¬ 
mite dar una definición «axiomática» n la teoría de homologías 
(Sleenrod—F.ulonberg). Esta definición es la siguiente. 

a) Se llamará teoria do homologías a una «función» (de otro, 

modo: «funclor»). quo confronta a cada compiojo celular A (o a cada 
par (A. L), donde ¿ c A rs un subcoraplojo) un surtido de grupos 
abolíanos //, (A) (o II, (A. L)), i - 0. 1, 2.ya cada apli¬ 

cación continua (puede considerársela celular) de complejos 
l\ K —*■ K' (o /: (A. L) -»• (A", V). donde / (L) cz L') es un sur¬ 
tido de liomomorfismos 

/*: H, (A) H¡ (A'). í = O. 1,2,... 

/.: H, (A, L) — fí, (A', £'). 

Se requiere que a la superposición de aplicaciones lo corresponda la 
superposición do homomorfismos 

( te)* = /*?•! (19) 

a la aplicación idéntica le debe corresponder el liomomorfismo idén¬ 
tico: I* = 1 . 

b) La teoría de homologías introducida debe tenor las siquiontes 
propiedades («axiomas «le la teoría de homologías»): 

1. Invariación homotópica. Si las aplicaciones / y g son honiotó- 
pícas. entonces los homomorfismos ), y g, coinciden- 

/ ~ S =*■ /* = g«. 

2. Están determinados los operadores de frontera 

0: H n (A, L) — (/,), m = 1. 2. 
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■donde L es. un subeomplejo en el complejo K, que conmuta con las 
aplicaciones continuas de pares de complejos, o sea, 

<*/, - U0-. f : ( K . L) — («•', / (Z,) «= i'. 

3. Exactitud. Designemos por i, j los encajos evidentes 

L<~K¿(K, L). 

Se requiere que sea exacta la sucesión de los grupos y homomorfismos 

• ■ - * m». (A - , Z.) — H m (í.) // m (A') í- 

— L)-L (£)-^ ... 

4. Corte. //,„ (AT, Z<) = //,„ {KiL. *), dundo A es un subcom¬ 
plejo on AT; AT/¿ es un complejo cociente, donde L está contraído en 
un punto *. 

5. Normación. //,„(*) =0 si m > 0 (aquí * es un punto). 

problema a. Demostrar que la teoría de homologías está deter¬ 
minada por las propiedades enumeradas unívocamente, si //„ (*) = 
= G os un grupo dado. 

Para las homologías celulares y singulares todas estas propiedades 
so cumplen (véanse los •}§ 4, 5); precisamente por oso coinciden entro 
sí. En ol § 5 también se examinó un ejemplo do homologías singu¬ 
iaros cúbicas (no reducidas), dondo no se cumplo el axioma do nor¬ 
mación (las homologías del punto son nu triviales en las dimensio¬ 
nes positivas). 

Si so excluyo de la teoría de homologías la condición de norma¬ 
ción, entonces obtendremos la definición de la teoría extraordinaria 
de las homologías Las homologías singulares cúbicas es un ejemplo 
«trivial» de la teoría extraordinaria d> las homologías (véase el pro¬ 
blema on al § 5). Otro ejemplo más complicado (y más importante) 
de la teoría extraordinaria de las homologías (la teoría de los bordis- 
mos) se encontrará en el capítulo 3. 

Por analogía con la definición do la teoría de homologías se da 
una definición axiomática de la teoría de cohomologías una formu¬ 
lación exacta do los axiomas y la demostración del teorema de uni¬ 
cidad de la teoría da oohomologías so las dejamos al lector en calidad 
do ejercicios). En este camino es posible obtener la demostración 
de la coincidencia de las cohoraotogías, definidas en el § 1 mediante 
formas 'diferenciales, con otro» tipos de cohomologías. Sólo hay que 
transformar cualquier complejo en una variedad, tomando un peque¬ 
ño entorno de su oucaje en un espacio ouclídeo. No damos aquí tales 
consideraciones, ya que on el § 14 será indicado otro camino más cons¬ 
tructivo de la demostración de coincidencia de cohomologías, defi¬ 
nidas por las formas, con otros tipos de cohomologías. 
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Indiquemos otra aplicación del operador de la subpartición bari¬ 
céntrica del complejo simplicial en el caso de variedades («dualidad 
de Poincaré»), véase también el § 18. Sea triangulada una aplicación 
suave, es decir, transformada en un complejo simplicial compuesto 
por símplex suaves. Supongamos que la subpartición es bastante 
pequeña (si es necesario, efectuamos repetidas subparticiones bari- 
céntricas)._Sea a¿ un simplex en M n . Definimos los poliedros duales 
D (oj) = oV, que son células de dimensión n — k. 

a) a un símplex «-dimensional oS le es dual un vértice Da„ de 
una subpartlción baricéntrica, que se encuentra en el centro do un 
simplex oj; 

b) a un símplex O-dimensional aj le es dual una célula «-dimen¬ 
sional (poliedro) Da J, que es la suma de todos los simplex de una 



Fig. 42. Triangulación inicial de Af* indicada con lineas continuas; la partición 
dual, con lineas de trazos discontinuos. 


subpartición baricéntrica con un vértice oj (véase la fig. 42 para 

n = 2); 

c) a una arista ni en M", le corresponde una célula (« — l)-di- 
mensional Del, que e3 la suma de todos los símplox de la dimensión 
n — 1 de una subpartición baricéntrica, que tienen el centro de la 
arista ci como su vértice y que son adyacentes transversa!monte 
a esta arista; 

d) a una cara a"; 1 en A/", le corresponde una célula 1-dimensio- 
nal Óa n 7 ‘, que se compone de todos los simplices t-dimensionales 
(en el caso dado, de dos) de una subpartición baricénlrica, que tienen 
el centro cr M *‘ como su vórtice y que son adyacentes transversal mente 
a o";' (véase la fig. 42). 

e) Es evidente la generalización sucesiva: a un símplex oj en 
M " le es dual una célula Da J de dimensión n — k, que es la suma 
de todos los símplex que tienen el centro a¡ como su vértice y son 
a—oí izo 
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adyacentes transversal mente a este centro. Las células Do* parlen 
o Ai" en un complejo (<lo poliedros). 

Propiedades del operador D. 

1) La intersección o'; r| Da 1 ; es un punto (el centro o';). 

2) Si no se toman en cuenta Jos signos es justa la igualdad 

(c/of) Cl Da)"' = o¡ H (0D <¡)•*) (mod 2). (20) 

Las propiedades 1) y 2) son evidentes directamente para las di¬ 
mensiones n — 1. 2, 3. Es fácil comprender, que son justas para 
todas las n > 3. 

La propiedad 1) nos permite definir o) producto bilineal escalar 
dob. donde a£Cj(Ai") es una cadena, b £ C'H 3 (A/") es una enca¬ 
dena sobro un complejo dual de las células Do' a . a = 2 A^Ot, 0 = 

t 

= Vp A Ooj,. (En la última igualdad se sobreentiende que a ]» 

i. 

célula Dai se le confronta una encadena designada pur el mismo 
símbolo, que tiene ol valor t en esta célula y 0 en las demás. 
Tales coeadonns Dal forman una liase en el grupo CcT 1 ). 

Sonn X y |i residuos módulo 2. Supongamos 

ctf o/)rr{ = Ó,* (mod 2). (2i> 

a*6 = Z X,|t»ó lk . (22) 

I 4 

De la propiedad 2) se deduce, por definición. 

(da) » 0 — a o i Oh), (23) 

es decir, los operadores de frontera son conjugados. De (23) se do- 
duco: 

Hj (A/ n ; =fT- l (M n i Z,), (24) 

ya que. ambos complejos son Jos particiones celulares de la misma 
variedad A/ n y tienen iguales homologías en cada dimensión. Esto 
es corolario del teorema sobre la invariación horaotópiea de las homo¬ 
logías celulares. Al isomorfismo (24) se lo llama «dualidad de Poin- 
caré». Para las variedades orienlabíes las igualdades (23) y (24) se 
cumplen sobre Z. Más abajo (véase el § 18) la dualidad de Poincaré 
se deducirá de una manera algo distinta 

Utilizamos varias veces, antes do definir exactamente los grupos 
de homologías, los términos «ciclo /.-dimensional» y «película 
(k -+- l)-dimonsional» en la variedad M", comprendiendo lo siguiente: 
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«ciclo» so da como (A/*, /), donde ,V/* es una vnriedad orientada 
cerrada y su aplicación /: M h -*■ M". 

«película» (PF** 1 , /) se da como una variedad orientada compacta 
W 1 ' 1 con borde y la aplicación / : H-"" 1 -► Xf". La «película» tiene 
la frontera 


/> = (¿W**«. n.m R+ t, (25) 


«El grupo de ciclos» son las sumas formales de «ciclos» 

I (Mi /,)• (20) 


Factorizando por los ciclos equivalentes a cero, o soa, por las fronte¬ 
ras (25), obtendremos grupos a manera do homologías, llamados 
«bordamos» y designados por Í2 N (Af"). Es posible dofinir los hordis- 
mos para cualquier complejo fi» (A'), natiirnlinenle se ¡nlrodiHeji los 
«bordismos relativos» U* (X, Y). Para los bordisnu.s es justo el 
teorema sobre la invnriación honiotópica, tiene lugar la sucesión 
exacta del par (A. Y) y hasta la propiedad £1, (A’. V) 11» (XIY). 
Pero para los espacios contracta bles (por ejemplo, el punto *) los 
bordismos resultan no triviales en las dimensiones positivas. La causa 
es muy simple: no cada variedad cerrada A/*. ni mucho menos, es 
frontera de una variedad con borde (k + l)-dimensionaI. Por ejem¬ 
plo. si la variedad M‘ es un borde de la cinta H' s , entonces la dase 
P i /1 1 = 0. En particular, CP 2 no es un borde (víanse los detalles 
en el § 27). 

De forma análoga se definen los «bordismos por el módulo 2» 
o «bordismos no orientables», donde los ciclos (.1/'’. )) son las apli¬ 
caciones XI 1 ' — X de todas las variedades cerradas lito sólo orien¬ 
tadas), y las películas se toman también no orientadas. Ellos se de¬ 
signan por N k (X) 

PitoBLBMA 3 Demostrar que «1P 2 no es borde de ninguna varie¬ 
dad tridimensional. Demostrar que todos sus productos directos en 
sí mismos 1P 2 X X XP- tampoco son bordes. 

imunr.KMA ¡ Demostrar, que si la variedad .1/" es un borde, o sea, 
M =- dW h + > , entonces la característica de Eider ■/ (.1/*) es par. 

Se tienen los honiomorfismos naturales 

s? » (X) — //„ (X, Z) — H„ (A; R), A\ (A) — //,, (A: (27) 

Se dice, que la clase de homologías de la imagen de estos homo- 
tnorfismos son «ciclos realizables como una imagen continua de la 
variedad», es decir, lo mismo que hemos comprendido anles como 
ciclo, Pero el estudio de los mismos bordismos y de los problemas 
donde se utilizan, ps más difícil (véase el § 27) 



84 


Cap. 1. Recelas del cálculo de homologías 


§ 7. Homologías del producto directo. Multiplicación 
en las cohomologías. Cohomologias de los H-espacios 
y de los grupos de Lie. Cohomologias del grupo unitario. 

Sean K , y K x complejos celulares. El producto directo de los 
mismos K, X K t es también un complejo celular, sus células son 
productos de las células de los complejos K , y K t . Por eso, el grupo 
de las cadenas con coeficientes enteros celulares C n (AT, X /C 2 ; 2) 
es del tipo 

C n (K¡K¡, Z) = Y C„ (K,; Z) ® C, (K t \ Z). 

La frontera del producto de dos células o’ X a 1 se obtiene por la fór¬ 
mula 

0 (a 1 x cP) =■ (do') x a‘ U (— í)'o' X (da’) 

(el signo (—1)* tiene en cuenta la orientación). De aquí obtenemos: 

aiihmación i. El complejo de las cadenas con coeficientes enteros 
del producto directo K, X K 2 de los complejos celulares, es el producto 
tensorlal de los complejos C (K t ; Z) y C (K t ; Z): 

C (K, < K,\ Z) =. C (K t \ £) ® C (AY Z) 

(véase el § 2). 

Evidentemente, este hecho es correcto también en el caso cuando 
en vez do los números enteros, en calidad de coeficientes, se toma un 
anillo conmutativo arbitrario con unidad, en particular, un campo. 
Aplicando el teorema 2.2. obtenemos: 

copola itio. Para las homologías con coeficientes en un campo k es 
fusta la igualdad 

H m (K, X AY *)- 2 H m (A,; k) ® H, (AY k). 

m+l-n 

En general, para cualquier anillo G está definido el homomorfismo 
(no isomorfismo), dado por la multiplicación tensorial de los ciclos 

2 /MAY Gj®//,(ÁY, G)s-H m (K t xH x -, G). (i) 

ft + í=tn 

Aquí los ciclos c l =y i a i a l '„ e* = 2&i®i se transforman en el ciclo 

c,®r 2 = 2 a i f ’i («* v o‘j). Tenemos: 

I. i 

d(c, ®l c 2 ) =■<*:, ® rj + (—l)*c, ® dc 2 

Por eso la cadena c, <8 c, es un ciclo. Al cambiar c, por c, -+■ de, 
sustituimos el ciclo c, ® c 2 por el liomológico (c 2 + de) <8 c 2 = 
= ® c, -1- d le ® c 2 ). La aplicación construida (1) es correcta. 
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Si G = k es un campo, entonces, la multiplicación tensorial da un 
isomorfismo. 

De forma análoga se define, la multiplicación tensorial en las co- 
homologías con los coeficientes en el anillo: 

2 H h (A,; G) 0 H' (A 2 ; G) — AT> (A, y K 2 . G ) 

(isomorfismo, si G = le es un campo). 

La aplicación diagonal A: A —*• A X A, donde x se transforma 
en (x, x), induce el liomoinorfismo de coliomologías: 

II* (A X A; G) ~ H* (A; G). 

teorema i Sen G un anillo asociativo conmutativo con. unidad. 
Entonces, la aplicación pasante 

A* (a ® b) - ab: H * (A; G; 0 //' (A': G) — 

(A x A ; G) ü /y fc,í (A'; C) 

do en la suma directa de los grupos de cohomologías II* (A; G) — 
= 2 H* (A; G) una estructura del anillo asociativo anticonmutativo 

con'ünidad. 1 6 //" (A; G). ¿a = 

demostración. La asociatividad y la anliconmutatividad s» 
deducen de las siguientes propiedades evidentes del producto ten¬ 
sorial: 

a) Asociatividad. Si c , £ H k (A,; G). c* £ H' (A 2 ; G). 6 

6 H m (K a ; G ), entonces los elemontos (c, 0 c,) ® c,. c, ® (e. ® c :l ) 
en el grupo (A, ® X 2 ® X,; G) coinciden. 

b) Anliconmutatividad. Si c £ Il h (X), e' £ //' (A) y/: A” X A—» 
-e K X E es una aplicación / (x, y) = (y. x), que permuta los 
factores, entonces. /* (c ® c') — (—1)*V ® c. Hay que aprovechar 
el hecho que al permutar las células o* X o 1 —*- a' X n*. la orienta¬ 
ción del producto cambia por el factor (—l)* 1 . 

Como la unidad en el anillo H* (A; G) será un elemento 1 6 G = 
= //“(*; G). Realmente, la proyección de la diagonal A en un factor 

Í-ÍXÍ-Í, p (x. y ) = X 

es una aplicación idéntica. Por eso A* (a ® 1) = a lil teorema queda 
demostrado. 

observación i Para las formas diferenciales sobre las varie¬ 
dades M, y M¡ todo es análogo: si están dados dos formas u> = 

= A -• A «**'*. d'/’ A - • A 
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entonces su producto loiiMirial u» c$ iu está definido como uua forma 
sobre Jlf, M¿, 

cu=- <u ® vi — /<* (lo) A />" (<«) = 

= (£/., A ... A dd’ h ) A (S Bj¡.. ¡i^v’ 1 A . • • A 

donde p t : I/, X M 2 —d/,, p¿: M l x Af t —*• M 2 son proyecciones. 
Cualquier forma suave sobro .1/, X M t puede sor desarrollada en uno 
serie convergente de los productos de formas sobre los factores M , 
y jl/j. El producto tensorial do dos formas cerradas está cerrado en 
Mi X M¡; ol producto tensorial de una forma cerrada en la exacta 
es una forma oxacta. La definición de la multiplicación exterior de 
las formas se puede comprender así: si M, = ,lf s . entonces, tunemos 
una diagonal A = {(x, x)} = \f x cz .W, X M, y una acotación 
en la diagonal i* (u 0 o) = ti /\ iv (en M x ), <o f\ u> = (—l)'"fa>/\ 

A "* • 

OIISEIIX ACION 2. Para los complejos finitos simpliciales K la 
multiplicación do las cocadenas simpliciales se puede definir así: 
ordenemos todos los vértices del complejo K: ■*„, a,, a,, . . a N . 
Cualquier simplox a 1 ' cr K so escribe, por eso, en forma de un juego 
ordenado de los vértices 

o* = (ctj o ... «;„). donde /„</,<...< /». 

Sean: a. una encadena de dimensión k; (5, una cocadona de dimen¬ 
sión l (o sea, las funciones numéricas de los simplox de dimensiones 
k y l, correspondientemente). So define la encadena de dimensión 
k + i d i la mañoca siguiente: 

(aup. o**') = (a. ®í)(p. oj). (2) 

donde &•*' » (ct J ai ¡ ... 

°?= • • • «;„)• i • • • a fwi>- 

La unidad de esta multiplicación de cocadenas a IJ P es una coca- 
dena. que tiene el valor 1 en cada vértice (G es un anillo con¬ 
mutativo con unidad). Evidentemente, esto es un cociclo. La multi¬ 
plicación de las cocadenas no es aiiticonmulativa. 

euom.UMA i Verifiqúese la igualdad (fórmula de Leibniz): 

ó (a i_i P) ~ (óa) i_> p + (— 1 ) d '* a a u (óp). 

wtoiu.KMA 2 Demuestren, que la siguiente diferencia de dos pro¬ 
ductos es cohomológica a cero, si a y p son cocidos: 

a O p — (— 1)'"P _> a - óy, Ar = dega, Z = degP, óa = 6p = 0. 
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Por eso obtenemos un anillo anticonmutativo de cohomologlas (con 
unidad 1 € H a (*: G) = G) H*(K\ G) = ¿ //’ (AT; G). 

phoblema 3. Demostrar, que esta multiplicación on las coho- 
mologias coincide con la introducida más arriba. 

La multiplicación do las cadenas con coeficientes enteros permite 
definir una operación importante, de tallado (o corle). Si Zj,+, es 
una cadena de C¡, +¡ {K\ ”), a y P son cocadenas correspondientes 
de C k (AT; l) y C' (K\ Z), ontoncos hacemos por definición, 

(■** P'. **♦/)“(«* r\ z„+,, fl'). (3) 

La fórmula (3) para todos los p 1 con los a* y z* + , dados, define una 
encadena de dimensión l: 

z l =a. k r> z*., £C¡ (AT; £). 

problema 4. Deinoslrar, que la operación de tallado o del 
ciclo z h+í por un cociclo a* es correctamente definida sobre los gru¬ 
pos de homologías 

//'* < AT. Z) r> //,+, (A-; Z) <=//,( A'; Z). 

i'iionLKMA 5. Demostrar, que con las aplicaciones continuas de los 

I 

complejos AT —*- L tenemos (en homologías) 

/. (/* (a) n z) = ce o /, (z). 

problema g. Demostrar, que el operador D (víase el S 6) se da 
por tallado a a f| M/"l. donde [,!/"] — z es la suma do todos los 
simple* n-dimensionales. 

En el caso cuando un grupo de coeficientes G es uu campo, los 
espacios //* y H,, son conjugados y la operacióu de tallado so repre¬ 
senta como una multiplicación en las homologías. Pero para las 
homologías con coeficientes enteros ésta es útil. 

ejemplo. Calculemos un anillo de cohomologías de un espacio 
complejo proycctivo cP" con coeficientes reales. Las homologías 
CP" ya las conocemos (véase el § 1). por eso tenemos: 

//“** = /f II1+1 -0, 

H 2 *' (CP". R> = H M (£P\ R) = R, (d> 

En el 5 1 fue indicada una 2-forma c„ que engendra un anillo de 
polinomios de una generatriz c, £ H* (CP". R) con una relación 
c"J‘ - 0. En virtud do (4) este subanillo coincide con todo el anillo 
H* (CP", R). Así obtenemos: para CP" el anillo H* (CP". R) 
son «polinomios truncados» de una generatriz c t de dimensión 2 

fí*(C.P\ R> -Rlc.l/f^-O, dege, = 2. (S) 
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Sea /: K —► V una aplicación continua. La misma puede set con¬ 
siderada como celular, en virtud del teorema 4.2. Ella engendra la 
aplicación do los productos directos 

F = / X /: R X K —• L x L, 

suponiendo F (z, y) — (J (z), / {y)). La aplicación F conserva la 
diagonal F (A) c: A y transforma un producto tensorial de las clases 
de homologías (cohomologías) en un producto tensorial de sus imá¬ 
genes. De aquí se deduce una conclusión importante: como la multi¬ 
plicación en las cobomologias está definida por la fórmula <¡b = 
— A* (o ® b) en ambos complejos K y L, entonces la aplicación 
continua / conmuta con la operación de la multiplicación do las clases 
do cohomologías, o sea 

/* (a6) = /* (a)/* (6). 

De manera que /*: H * (L) II* (A') es un liomomorfismo de los 
anillos de cohomoiogías. 

Apliquemos este resultado al estudio de los anillos do cohomolo- 
gías de los grupos do Lio (y, de modo más general, de //-espacios). 
Recordemos (véase (11, parte II. $ 22). que un //-ospacio general X 
tiene una multiplicación continua z o y = tp (z. y) £ X (o <)-: X X 
X X -*■ X) con «unidad homotópica». es decir, con un elemento 
destacado x„ £ X tal, quo las aplicaciones del producto sobre x„ 

* (*o. *): * - X, 

*(*. *«) ; x-+x 

ambas son homotópicas a una aplicación idéntica. Introduzcamos 
definiciones algebraicas útiles. 

definición i. Sea ff- J H" un álgebra graduada anticonmu- 

kjao 

tativa con unidad H k H l cz , yz=(— i)* 1 xy, donde x£H h , 
y£H‘. A H se la denomina "álgebra de Hopf", si es dado un 
homomorfismo, que conserva la dimensión 

X: // — H ® H X (i) = x ® 1 +1 ® x 4- x, ® y, -f- ... + x k ® y k , 

donde 0 < deg x¡, deg y t < deg x. Este homomorfismo X se deno¬ 
mina frecuentemente la «diagonal» de álgebra H. 

ejemplo i. Sea H — R ur] un álgebra de polinomios con coefi¬ 
cientes reales de la generatriz x. Consideremos que la dimensión 
del elemento x es par y positiva. Obtenemos un álgebra graduada 
que, evidentemente, cumple la condición de anticonmutatividad. 
Damos sobre H una estructura del álgebra de Hopf, tomando X ( x ) = 
= z®1-(-l®z. Entonces, es obvio que 

*-i 

X(x*) = a*® l + l®*» + ^ C¡U l ® x*-. 

M 
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ejemplo 2 . Sea H = /\ [yt un álgebra exterior de una gene¬ 
ratriz y, donde la dimensión y es impar y positiva. Esta también 
es un álgebra graduada anticonmutativa. La estructura del álgebra 
do Hopf es dada por la fórmula X(y) = y®l-t-l®;/. 

ejemplo 3 . Se llama álgebra anticonmutativa libre aquella, 
donde en una base conveniente no existen relaciones no triviales; 
tales son los ejemplos 1 y 2 del álgebra de polinomios y del álgebra 
exterior. Un álgebra general libre anticonmutativa graduada H = 
= H h , donde todos los II k son espacios lineales de dimensión 

finita y H 0 es un campo de coeficientes (//„ = R), tiene la forma 

Ría-,, .... •••.!/.. •••]. 

donde las dimensiones deg x, de las generatrices x¡ son pares, y las 
dimensiones deg y¡ son impares. O sea. tenemos sencillamente las 
generatrices ( x¡, y q ) y ninguna relación no trivial excepto la unti- 
conmutatividad, de donde se deduce que 

>A - -vi = o, 

ViVi = —yMi, Vi*j =» x¡y„ x,x, — xpc,. 

Es necesario, que sea finito el número de las generatrices de dimen¬ 
sión dada. En semejante álgebra // se puedo determinar la estruc¬ 
tura del álgebra de Hopf con auyda de muchos procedimientos *).- 
tomamos para las generatrices 

\( Xj )-Xj® 1 + 1 ® r, + 2 ¿V’ ® ?/', 

x ( y „) -= y, ® 1 -I-1 ® yq +2 “i" ® 

donde deg «$'*,_ degñ‘‘’,_doguj°, degü^’ >0 y deg u '¡"-+- deg i-j" = 
=> deg Xj, ^legu^ 1 ’ 4 - degl^*’ = deg j/ 9 (por lo demás, los elementos 
u)'\ v'/ 1 , «<«, %•> son arbitrarios). Ya que el álgebra H es libre, 
entonces, de las condiciones de mulliplicatividad y aditividad dol 
homomorfismo X, se deduce que los elementos X (i), X (y) definen 
el homomorfismo H H ® //. 

teorema 2 (de Hopf). i/n álgebra de cohomologías del Il-espacio K 
es álgebra de Hopf, o sea, se tiene un homomorfismo 

X: H*(K, R)->-//*(*, R)®//*(K, R), 

donde 

X(r) = i®l + 1 ® 2 + S * ll> ® V í>> , 

_ deg^t’’, degi/<'l>-0 

•) Recordemos, que no exigimos la «osociatividad* de la aplicación dia¬ 
gonal X. 
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para cualquier elemento x £ //'' (K, 7t), q > 0. (Consideramos quo 
un //-espacio es un complejo celular.) 

demostración. Puesto quo //* (K X R) « //* (AT; 31) ® 
® //* (/f; R), entonces, la multiplicación ip: K X K K define 
un hoinomoríismo 

t* : H* (K\ R) H * ( K\ R) ® íf* (K; R). 

Tomamos X = ij>* y verificamos sus propiedades. Tenemos ij)*x = 
= xt°> ® 1 + 1 ® i/ <0) + 2 x<,) ® id**! donde deg xt‘>, dog g<‘> > 
> 0. Consideremos el encaje 1 X i: K X x 0 c K X K. Como 
il> (x, x 0 ) es homo tópica a una aplicación idéntica, entonces, 
.(1 X í)* i|>*x = x = x<°> ® 1. Por consiguiente, x'-°> = x; por ana¬ 
logía, y f0 > = x. 131 teorema queda demostrado. 

La aplicación do este teorema ostá basada en la siguiente afir¬ 
mación algebraica, quo describe la estructura de las álgebras de Iiopf 
sobre los números reales. 

teorema 3. Cualquier álgebra de Hop¡ sobre un campo de caracte¬ 
rística nula, es decir, de números racionales complejos reales, es un 
álgebra libre anticonmutatiox (véase el ejemplo 3 más arriba). 

corolario. El álgebra de cohomologias de cualquier grupo de Lie 
(de dimensión (tnita) es uiui álgebra exterior A I.Vi.y» I. 

demostración del corolakio. Consideremos las generatrices libres 
(xj, y Q ). Si so tiene aunque sea una sola de dim.-nsión par, entonces, 
en el álgebra hay elementos do dimensión tan grande como se quiera. 
Esto no puede suceder en Jas cohomologias do un complejo de dimen¬ 
sión finita (do unn variedad). El corolario queda demostrado. 

ejemplo i. La circunferencia 5* es un grupo de Lie. Tenemos: 

H*(S', IR) = Alifii. degy,«=l 

ejemplo 2 . Calculemos cohomologias de un grupo unitario 
U ( n). Mostremos que tieno lugar la igualdad 

H*(U(n), R) *= AlKi- 0 s .02»-il Aogy, = i 

demostración. Un grupo unitario es equivalente (como una varie¬ 
dad) a un producto directo ü (n) = S 1 X SL T (n) (véase (II, par II, 
§ 22), por eso es suficiente demostrar, que 

//* (SO (/»), IR) — A103.02n-.l- (tí) 

Cuando n = 2, el grupo SU (2) como una variedad, coincide con 
una esfera S 3 , por eso en este caso es evidente la igualdad (6). 

SU m—2) 

Tenemos un espacio fibrado estándar SU (n)-- S 2 ‘~', donde 

la esfera S tn ~ l os un espacio homogéneo del grupo SU (n) y la fibra 
S'Ü (n — 1) os un grupo de isotropía. 
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Construimos una partición celular del espacio SU (n). basando 
en la partición de la esfera S‘"~‘ y do la fibra SU (n — 1). Al prin¬ 
cipio, consideremos el caso n — 3. Tenemos un espacio filtrado 

SUI 3) , — > ó' 5 . Fijemos un vértice o° sobreja esfera S 5 . En la prei- 
magen entera de este punto, la fibra SU (2) = S a , tomamos las 
células estándares S* == o® y o’. Es trivial el espacio fibrado sobre 
el complemento de esto punto S 8 \o° (véase [11, parte 11 § 24), es 
decir, se puedo introducir sobre él las coordenadas del producto direc¬ 
to: ¡)~ l (,S' 5 \o°) = (5 5 \0) X SU (2). Pero Y 5 \ct® es un disco 5-di- 
menstonal D b . por eso p~ l (5 ! \o°) = D* X S a . Este producto se 
parle en células de la siguiente manera: D b X S 3 = a 5 U o 6 , donde 
a a = D 3 X D a . Así. la partición celular del grupo SU (3) consiste 
de cuatro células: SU (3) = <7° (J o 3 U U ° 8 - p ° r M0 tenemos en 
las coliomologías de este espacio: IP (SU (3). IR) = H a = H s =* 
=, IP = 31, las demás cobomólogas son nulas. 

Según el teorema de Ilopf. es posible escoger las generatrices 
y , 6 IP (SU (3). «). j/ 5 6 IP (SU (3). R> tales, que j/* = y\ « 0 
e = —j/ai/s ¥= 0 son generatrices en el grupo IP (SU (3). R), 

Ahora consideremos un caso general. Sea que está ya demostrada 
la igualdnd (6) paro las homologías 1I*(SU In — 1). il). La parti¬ 
ción celular del grupo SU (n) está engendrada por un espacio fibrado 
SU („) S 2 ’ 1 - 1 ron una fibra F = SU (n — l), partida en células 

P 

o“ con un vértice o° F en la fibra. Las células cu la base son a" y o 2 "" 1 . 
Ya que p~ l (o°) = F y p~ l (o 2 ''" 1 ) — o 2 "' 1 X /•'. tenemos las célu¬ 
las en SU (n) 

a? xa®. oí a 2 ' (7) 

Tenemos por inducción: el número do células en SC (n — 1) es 
igual al número de los cocidos liuealinente independientes, y tam¬ 
bién: 

II* (SU (n - 1. R) A Ij/n.¡f.n-al- 

Mostremos, que las células o? X o" y of- X o 2 " -1 son todos los coci¬ 
dos. Para (n“ X o® j.que representan los elementos y, en la fibra, es 
obvio, ya que una célula nueva aparece en la dimensión 2« — 1. 
Las demás células en la fibra representan sus productos (por induc¬ 
ción). 

Sea y ín -i — (o*- x ti 3 - 1 ) una encadena, concentrada en esta 
nueva célula. Si ó;/ ln _, = 0 en C* (SU («)). entonces, en el álgebra 
H* (SU (n). TI) obtendríamos una correlación no trivial entre las 

generatrices exteriores ¡/,,. f/tn-x- Esto contradice el teorema 

de Ilopf. Por consiguiente, en virtud de este teorema, el álgebra 
il* (SU (n), 71) contiene na álgebra exterior A Ufa.Pa«-iL 
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El rango de esta álgebra en cada dimensión coincide con el número 
de las células (7). Por eso //* (SU (ti), fl )) = A (y,. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3 Sean X ,. X 2 . . . . plementOS llO- 

mogéneos del álgebra II. x €, donde 0 < degx, < 
sj deg Xj, i S7 /; {a,} sea un sistema minimal do generatrices del 
álgebra de Hopf H. Esto significa, qno cualquier elemento del 
álgebra H se representa en lornia de un polinomio P (x,. x¡. . - •) 
de las generatrices (es posible, que no unívocamente), al mismo 
tiempo, ninguno do los elementos x k no puede ser representado en 
forma de un polinomio do los menores x,\ x k P (*,. . . .. *». -¡)- 
Para un elemenlo constituyente x, consideremos sus grados x\. 

Sea s, un número minimal tal, que x‘‘= 0. Por ejemplo, para 
cualquier elemento de dimensión impar x¡ tenemos: #¡ — -, Si 
cualquier grado del x, constituyente es distinto do coro, considerare¬ 


mos que K t oo. 

Primero demostremos que en el álgebra de Ilopf no pueden haber 
otras relaciones, excepto las de forma x‘‘ = O y correlaciones, dedu¬ 
cidas de 1a anliconmutativulad. 

lema La» monomios de jornia x k l 'x k '~, 1 ... x[ ¡ , donde ti 
<: n < s¡, son independientes lineabncnle y forman una base de un 


espacio vectorial H. 

demostración Es posible reducir cualquier monomio a la forma 
indicada en el lema, en virtud do anticonmutatividad. A estos mo¬ 
nomios se los denominaremos con normales. El grado (dimensión) 
de un monomio normal se define por la expresión n = r h deg x* -+■ ... 
... + r, deg*,. 

A la combinación lineal de los monomios normales se la llama¬ 
remos un polinomio normal. Es necesario demostrar, quo un poli¬ 
nomio normal no trivial no es igual a cero. La demostración la vamos 
a realizar mediante la inducción por el grado de polinomios. Supon¬ 
gamos. que para los grados <n ya está demostrada la afirmación 
sobre la independencia de los monomios normales en H. De aquí se 
deduce, en particular, que los productos tensoriales do forma a ® b 
en el álgebra II ® H. donde a y b son monomios normales del grado 
menor que n. son también linealmente independientes. 

Sea P (x fc . > . .. x,) un polinomio normal del grado n Recolecte¬ 
mos juntos los términos con el mayor grado de la variable x ft y saque¬ 
mos este grado del paréntesis. Obtendremos: 


P(x k , ...» x,)=*¡¡£(**-„ -x,)-P«(x B , ....x,). (8> 


donde en el polinomio R la variable x* se contiene ya en un grade 
menor. 

Supongamos. que tenemos una relación de forma P (a:*. . . . 
. . .. ¿r,) — 0, donde r es el mínimo posible. Demostremos que 
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r = 1, Q = codsI. Sea /*_, un ideal eti el álgebra II, engendrado 
por los elementos . Xk-i- Entonces, tenemos: 

*(*»<? (*a-i, ¿i))** 

r - 1 

•m -* ® 2' (C'r-'H ® «4-*) (1 ® Q) (mofl /„-, ® //), 

i=0 

al mismo tiempo X (R (x*.x,)) no contiene términos de forma 

x[a ® xib, donde i + / = r. Si dog Q > 0, entonces deg xj y dcg Q 
son menores que «, por eso las expresiones, que se contienen en 
X (P (x h , . . ., i,)), son linealmente independientes según por su¬ 
puesto de inducción. Así. deg Q = 0; es posible considerar, que 
Q = 1. r deg x* =» n. Si r > 1, entonces en la expresión 


X(xjL) 


S CU& ® -*5'* (rnod /»_ ® H) 

i~i 


se incluyen términos linealmente independientes, que no pueden 
abreviarse con nada en X (R (x».*0). Así, r = 1, y la rela¬ 

ción (8) tiene la forma x k — —R (x„_„ . . .. x¡). lo que no es po¬ 
sible en virtud de la condición de minimal del sistema do genera¬ 
trices. El loma queda demostrado. 

Ahora mostremos que si el grado deg x k es par, entonces xf, 0 
para cualquier s. Realmente, si ya está demostrado, que x'J' ^ 0. 
entonces, en la expresión X (xf) so incluyen términos de la forma 
Cjx» ® **"*, distintos de cero, para 0 < 1 < s. Estos términos son 
independientes y no pueden abreviarse junio con los demás suman¬ 
dos on X (xi) (verifiqúese). 

Así.hemos demostrado que para el sistema mininial de genera¬ 
trices en el álgebra de Hopf H no hay otras relaciones, excepto la 
anticoumutatividad. Las generatrices de dimensión par engendran 
en H una subálgebra de polinomios IR IxJ. x\, . . .1; las impares 
a una subálgebra exterior Al*I> • • l- Toda el álgebra H. evi¬ 
dentemente, es su producto tensorial. El teorema está demostrado. 

Indiquemos otros ejemplos de //-espacios. 

bjbmpjlo i. Si K es un complejo, entonces es posible definir un 
espacio de curvas £í (K, x 0 ) = X, que comienzan y terminan en un 
punto x„ (véase 11], parte II, § 22). Aquí se tiene la multiplicación 
de curvas, una unidad homolópica x 0 . Es más, esta multiplicación 
es «asociativa homotópicamente» y tiene un «olemento homotópica- 
mentc inverso» x x; 

a) aplicaciones (x o y) o z: X X X X X -*• X y x » (y^ z): X X 
X X X X -y- X son homotópicas; b) aplicación x -*■ x o x: X X 
es homotópica a una aplicación constante X x 0 . 
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riemplo 2 . Además de los grupos de Lie. la ley de multiplicación 
con unidad se puede introducir sobre una esfera liepta-dimensionni S 7 , 
partiendo do los llamados números de Catey: un espacio R® es un 
álgebra con división (pero no asociativa). La multiplicación biíi- 
nonl se da así: si (y,. y s ) es un par de cuaternios, (y¡, q'.) es otro par. 
entonces, supongamos 


<9 1 . 9Í)^(9i9Í — 9rfa. 9-'9 i-I-<?29,'). 


<1l- 92 )'* 


—h i 

ííTFl tVa1 2 ' 


Además do los grupos de Lie G y los productos G X S 7 X . . . 
. . . X S' no son conocidos otros ejemplos de los /(-espacios simple¬ 
mente conexos de dimensión finita. í’or ejemplo, si se tiene una 
multiplicación en la esfera S"~‘ con unidad x £ 5"-'. entonces tene¬ 
mos tina aplicación de multiplicación: 

ó--' - S"-> X S—, (x, y)-~x o }/. 


Sucesivamente, 


5®’-' (£" x .S'"-') U (5'‘-‘ x D") 


(io pegadura por una frontera común í 1 ' -1 x S'" 1 ). La aplicación i|> 
es posible prolongarla hasta la aplicación 

/ (W : 5*'-' = ( D’■ x 5*-') U (5*-* X D") S n , 

donde S“~‘ es un ecuador en S“ (efectúo osla operación). 
Consideremos un complejo 

K n ^S"U,u,D'‘ 


con células o", a", o 2 ’ 1 . Por eso 





0, 

Z, 


i=*=0. n, 2n, 
/ — 0, n, 2rt. 


Sean u,(ÁT n , Z 2 ), u 2 n £.H 2 ‘‘ (A 2n ), clases básicas de coho- 
mologíns (mod 2). 

I'Roiu.kma • Mostrar, que u 2 „, si la multiplicación tiene 
unidad, o sea. : S’~‘ v 5 n_1 — S”~' tiene el grado -(- I en cada 
factoi 

Conocemos ejemplos de multiplicación sobre las esferas S"- 1 
para n — 1,2. 4, 8 (números reales H. complejos C. cuaternios H 
y números de Caley ’<). Se tiene un teorema difícil (Adams) de que 
para otros n =f= 1. 2. 4, 8 tales complejos K n no existen v ( K, ■= 
= HP\ K , = CP®. K 4 = ¡HP S . A, = <P®). 

Demos un empleo más de la multiplicación cohomológica. Do- 
mostremos, que un grupo n 2 „_, úS") es infinito para n pares. 
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Consideremos S“ X S". donde n es par. En el anillo //* (5”' X 
X S") escogemos una base 1, 1 ® u, u ® 1, u ® a, donde u £ 
£ H n (5") es un elemento básico. Consideremos una aplicación de 
un ramo <p; 

S” y S“ <= S n x S", S"V 5"= ( S n x x 0 ) U (a 0 x S*), 

<r: S“ys n — S" 

de grado X en el primer sumando y de grado p en el segundo. 
Tenemos q* (u) = X (u ® 1) + (1 ® u) p. 

Como u ¡ 0, obtenemos, que con p. X 0 la aplicación <p no- 

so prolonga hasta la aplicación «p: S" X S n -t- S", ya que de lm 
condición u- = 0 se deduciría <f* (u s ) - 0. Pero cp* (u 2 ) = 2Xpu ®- 
® ií 0. La partición celular 5" X S n es la siguiente: 

S“ x S“ «= (o° U o" U o" U o 1 ”) = (S n V5-) U X> s "- 

La aplicación .57’'-' =0D V ‘ -*■ S"\y S" -i- ó"‘ no es liomntópica a cero 
con cualesquiera p, X U. ya que, do oirá forma, la aplicación 
so prolongaría sobre un disco D 2 " y, de osle modo, sobro lodos los 
S " X S". 

puoiii kma s. Demostrar, que el número Xp es un invariante adi¬ 
tivo de una clase homotópica de una aplicación construida S*"- 1 
-s S” para cualesquiera n pares. 

imom.EMA o. Construir una aplicación »|>: S"~' a S" _1 -► S"-' para 
cualesquiera n pares conX—2, p--—1. 

problema ni Sea S 2 " -1 —- S" es correcto en los punios 
T, <z S" (véase |t|, parle II. ¡¡ 10) y Af"~' =/-' (j 0 ). .1/" '=(-'<>,) 
son sulivnriedades cerradas. Sea {A/, , A/J"'} su coeficiente de 
engancho (véase [11. parte II, § 15)*>. Supongamos 

y *= 

Demostrar, que para las aplicaciones arriba construidas / = 
= / (q) tiene lugar la igualdad y -= 2Xp. 

Demostrar, que para un complejo K = S" U D -", donde la 
pegadura está hecha por la aplicación /: .5*"-' —s .5", tenemos 
u* = yiijn en el anillo H* (K. Z). 

problema ii Demostrar, que para cualquier espacio filtrado 
suave 

ó’ 2 ”-' S" 

el coeficiente y = ±1. 

*) El cooficionto do enganche en |11 fue definido sólo para las cuivas cerra¬ 
das on K". Pero do modo análogo so define nn coeficiente de enganche para las 
subvalíedndes Xl\, A/j¡ en P , ‘*‘ (o en S 3 * - * 1 ) como ou índico de intersección 
do una do ellas con una película, que está tendida sobre la olru. 
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Cap. 1. Rec*»as doí cálculo de homologías 

§ 8. Homologías de productos oblicuos (espacios fibrados] 

La relación de las homologías de fibra, base y espacio para ios 
espacios fibrados es inconmensurablemente más compleja que para 
un producto directo. Consideremos los coeficientes como un campo, 
sin mencionarlo en adelante. Supongamos que se tiene un espacio 

íibrado E -4- B con una fibra F. donde todos los E, R, F son com¬ 
plejos celulares o son homo tópica mente equivalentes a ellos. La 
partición celular del espacio E ya fue indicado más arriba (§ 7): 

si Op son células de la fibra P y a% son células do base, 
entonces, una preimagen p~ i (o} t ) ps un producto directo o» X F , 
y tañemos las células en E 

ai*’ = o® x <xj. 

Do manera quo una partición celular formalmente es la misma, que 
en un producto directo. Pero el operador de frontera está arreglado 
con mayor complejidad. Ya hemos dado un ejemplo (véase § 4) 
de un espacio do elementos lineales hacia una superficie de género g, 
donde son evidentes estas complejidades. Vamos a enumerar los 
propiedades simples del operador de frontera en E. 

1) Si Ob es un vértice en la base, entonces para las células 
<¡e tenemos una igualdad evidente: 

da' E x ((><&). 

2) Si <Je +í = oj X o’p, entonces, la frontera es do forma 

3oi +í -= oj x (doí) + A. (1) 

■donde A son células de una preimagen entera p~ l (da%) , además, 
bajo tio'b se entiende la clausura topológica de la imagen de la 
-esfera S' l ~ i que es la frontera Uoft en la base B. En todo caso, 
4cdonde B q ~ l es un armazón de la base de dimen¬ 
sión ¡ 7 —-I. 

problema i, Sea que la base B simplemente conexa, tiene un 
vértice a% y no tenga células de dimensión 1. Entonces, es correc¬ 
ta la fórmula 

dÓ% +i =o| X (doí) + (- i) 1 (do%) X oj- + A„ (2) 

donde A, cz p~ l (B*~*). 

Vamos a suponer en adelante, que se consideran los espacios 

fibrados E X- B, donde es correcta la fórmula (2). Por ejemplo, esta 
fórmula es correcta, evidentemente, en el caso cuando la base no 
tiene células de dimensión q — 1. Esto os correcto para B = 
= 5" (re > i), B — CP", B = IHP". y también, si B es una varié- 
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dad compleja de Grassmann. ramo de esferas, producto directo de 
esferas y una serie de otros. 

observación. En realidad, los razonamientos quo hacemos y las 
deducciones que se formulan serán correctos (después de algunas com¬ 
plicaciones) en un caso más general: un grupo jíj (Z?) debe actuar 
trivialmente en los grupos //* (F). Para los espacios librados de ele¬ 
mentos lineales esto significa, por ejemplo, que la base es una varie¬ 
dad orientable (la fibra os una esfera). Si la fibra es una esfera, enton¬ 
ces esta condición siempre será cumplida para U„ (/•', Z 2 ) sin de¬ 
pender de la orientabilidad de la base y del espacio librado, yo que 
H „ ( S n , Z a ) nunca tiene automorfismos no triviales. Las correccio¬ 
nes surgidas en el caso cuando n, (B) actúa no trivialmento en //„ (F), 
serán indicadas on el § 11 (más abajo). 

Asi, estudiamos una clase de espacios fibrados para los cuales 
es correcta la fórmula (2). 

Desarrollemos en serie la frontera respecto a los armazones do 
base: 

áal +l = ol x (do¿) + (— 1)' (Ool) + .... 

donde ¿* = 2 ^a a i.aX Oí\ a' 1 - Oa son números) se compone de 
a 

productos de células (q — ¿(-dimensionales de base por células 
(J + k — l)-dimensionales de fibra. Por definición, tenemos: 

ddl +i =>d 0 +d,+O t + .... 

(doi-). ¿t- ±(dol) x a J F . 

Para un complejo de cadenas tenemos 

£»<£)= 2 C i (B)®C,(F). 

El operador do frontera es de forma 

d B (o ® b) = a ® d F b ± (d n a) ® b + d t (a ® Z>) + .. , (3) 

donde 

d„ (a ® b)£C„.t (B) ® £*.*_, (F) 
para a£C q (B), b£Cj(P). 

Prestemos atención a quo lo3 operadores d 0 y 9, son los mismos 
que en el producto directo E 0 = B X P. Los operadores 9 h con k > 2 
en el producto directo son iguales a cero. Ellos caracterizan los gra¬ 
dos de «deformación» del operador de frontera en un complejo C (E ) 
en comparación con el producto directo E 0 = B X P . 

Para estudiar las homologías ( E) se utiliza ol «método de 
cernido» o «método de aproximaciones sucosivas» sucesivamente por 


7—til 12» 
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k — 0, 1, 2. 3, . . . (llamado sucesión espectral de Leray). La 
esencia de este método consiste en lo siguiente: 

paso o. Puesto que ój = 0, podemos calcular «homologías de 
aproximación nula» respecto sólo a esto «operador de frontera eD 
aproximación nula» d 0 . Obtenomos: 

//„ (C(E), d 0 )= 2 C q (B) ® H¡ (F) = 2 K’i- 

De este modo, //„ (C. d„) son cadenas en la base B con valor en las 
homologías de fibra F: Ép,¡ = C q ( B. II ¡ (/•')). 

paso i. En los d 0 -cicios por módulo de fronteras Im d„ (o sea, 
en los grupos //, ( C, d„)) está determinado correctamente el opera¬ 
dor d t , que tiene la propiedad d\ = 0. Tenemos un complejo 

£<»=2 r,V>, d t : E‘ Q ‘'j -*■ £j-i, j. 

En nuestras hipótesis las homologías en una primera aproximación, 
os decir para un complejo (/?<*>, d¡), coinciden con los homologías 
dol producto directo (véanse las formas d„ y d¡): 

d,) = 2 //,(/?, Hj(F» = 

q+)~n 

~ 2 IIq®II,(F)=>II ¡t (B® F). 

El operador d, es un operador de frontera en las cadenas en la base B 
con coeficientes en H„ (P). 

Se tiene una descomposición directa evidente 

//„(£<», rf,)-= 2 H q (D)®H J <F), 

<J+/=n 

donde los sumandos están representados por los (/,-ciclos z £ E'¿‘¡ = 
= C„ (B, H) (F)) con exactitud hasta las d,-fronteras Im d¡. Los 
grupos de d-homologías H n (£'">, d¡) so designan por 

E¡!'= 2 E??,^ Hq(B) ® H,(F)=B n (B® F). 

Para un producto directo E 0 = B X F todo el procedimiento se 
formina aquí. Para un producto oblicuo aparecen los siguientes 
pasos, que utilizan <?,, ó s , . . . 

paso 2. El operador ó, engendra un operador de frontera d , 
en las homologías de la «primera aproximación» EW = H t (£<'>, d,) 
y tiene la propiedad d\ = 0. Aparecen las homologías de «segunda 
aproximación» 

B”^II n (B», d 2 )= 2 H q ,,(E' 2 \ dj, 

£!?’= 2 E'¿’¡. 

t »>0 
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Tenemos 

rf 2 : Égi - £??,. í+ i, £g», = ¿7, (5) ® H> (F). 

Los elementos de los grupos E'¿' l = H q ¡ (E 2 >, d 2 ) están represen¬ 
tados por los elementos (d 2 -ciclos) z£E‘¿‘¡ = B q (B) ® Hj(F) con 
exactitud hasta las d 2 -fronteras. 

Esta sucesión de “cernidos" se prolonga en adelante: aparecen, 
complejos E ,r l¡= 2 con un operador de frontera 

d, : J+r-, y *"•» = S - H, (E>'\ d r ). 

Es obvio, que todos los grupos E‘¿‘¡ con }<0o con < 0 son igua¬ 
les a cero para todos los r 0. Por eso el operador ¿.sOen los 
grupos E"'¡, si q < r. En este caso tenemos 

*» n r . + i*’ - ... 9< r. 

Estos grupos se designan por . 

Teorema (de Loray) *>. 

1) Todas las diferenciales d, están definidas correctamente 
y í£sh¡0. 

2) La suma directa £■„“'■= 2 £?Tj e# Isomorfa al grupo 

«+>—" 

//„ (£) para un campo de coeficientes. 

3) Los grupos E¿‘, son isomorfos a los grupos fI q (B) ® IIj(F). 
Así. como resultado de «pasar por estos filtros» heñios obtenido 

los ciclos en un espacio E (como núcleos de todos los homoinorfismos 
d r por el módulo de las imágenes precedentes), con exactitud hasta 
las fronteras. 

corolario En un producto oblicuo los rangos de grupos de homolo¬ 
gías , hablando en general, son menores, que en el directo (o sea, los 
números de Betti b h (1.) =£ b k (E„) para todos los k. £ 0 «= B X F). 
Esto se deduce del hecho de que ya E !?’ = H r (£'„}; después se realiza 
¡el filtrado » de una parte de los ciclos mediante los operadores d 2 , d,. . . ., 
escogiendo sólo sus núcleos td r -cíclos), faclorizando por d^fron teros, 
pasando después a d r +,. ele. 

Damos 1a definición de los operadores d s en los grupos £$. 
Como d E = á 0 -I- ó, + d t 4- ... y 0 E d E s; 0. obtenemos la igual¬ 
dad 

o = «| = di + (0.a, + a,a„) + (a¡ + a 0 a 2 + a 2 a„) + 

+ (a,a 2 + a,a, 4- a„a s + a s a 0 ) -4- 
+ (di + a,a, + a,a 3 + a„a« 4- a 4 a 0 ) + ... < 4 > 

*) De todos los materiales utilizados en este libro, oslo teorema nos da 
un primer caso importante, cuando es imposible la demostración sin recurrir 
al lenguaje riguroso del álgebra homológica. 
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Aplicando la igualdad general (4) a los grupos Cq,, ( E ) por separado, 
obtendremos una cadena de igualdades 

0 = dj: C q ., —■ C q .,. 2 , 

0 = <Jo<í x + d¡d„: C q ,¡ -*■ Cq.i.j.j, 
o = ai + d 0 o 2 + a a d B : Cq., — Cq. 2 .„ (5) 

0 = d x d 2 + djdj + O B 0 3 + d,d 0 , 

0 = di + d,d, + d/J, + + <?«<?*. 

1) Considoromos un operador d, en d 0 -cirlos (d 0 = d 0 ) mod d 0 - 
fronteras, es decir, en las d 0 -homologías E¡,‘j. 

Si dqi = 0, entoncos tenemos 

i), (x + 0 0 x) = d x x + d,d„z = cl x x — d 0 (d,z). 

De esta manera, d x esta definido corroctamonte en d 0 -ciclos mod do- 
fronteras. Por consiguiente, tenemos de (5) 

dix ~ —dqd 2 x — d x d 0 z — —d 0 d t x, 
ya que d 0 z = 0. Por oso obtenemos 

fflx hs o mod (Im rf„). di ^ 0 en E 1 » 

Asi, d, está definido correctamente, y di = 0 en los grupos 

//* d 0 ). 

2) Construir un operador d 2 en los grupos //* d t ) = £’<*'. 

Consideremos en las cadenas (7* (O un representante z de un ele¬ 
mento de E'q.) tal, que 

dqX = 0, d x x = 0 mod (Im d 0 ) 

ora 

d¡x = d¿, (6) 

La cadena d 2 x puede no tener la propiedad (6). Tenemos 
d 0 d,x = — d,d 0 z — djdjZ = —d,d 0 y =» d„d s y, 

■d x d 2 x = —d 2 d x x — d„d,z — d,d 0 z = 

= —5,d„g + Im d 0 = d 0 djSí 4- dji/ -+ Im d 0 (7) 
<d $ d 0 z = 0). De las correlaciones (7) se deduce, que un elemento 
d¡¡z — dj y = djz 

ya satisface las condiciones (6). Así obtenemos: 

djZ = d,z — d x d~ l d x x + [Im á 0 + 9, (Ker d 0 )l. 

Con esto 

djdjz = d 0 (d 2 y — d 3 x). 
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Corrección de la definición de d¡x: 

que x —*■ x + d a z + d¡v = x (ó„ v = 0); entonces 

d¡x — d~'d ü dl'x = d^x + d¿d 0 z -f d¿B¡y = 

= (d 2 x — dtdl'tfjx) — dad t z — d\z — d\d 2 u — 

- d„d 3 v - d¿> 0 u + o\z + ó, (0;'d o d 2 u + d-'d t d„v) = 

= (S t x - d x &;'d t x\ + Im 0 B + 0 t (Ker 3 0 ) 

{d^d^v = d 0 dl'd 2 d a v = 0). De manera que d t está definido correcta¬ 
mente en Verifiquemos la igualdad d 2 d 2 = 0 en E¡¡°}. Si 

d 0 x = 0, doy = d¡x, entonces tenemos 

d,x — d.x — dx&^'dxX, 

tF lX - d 2 (d 2 x - d,do'd~x) = d,dl'd x (dtX - d&'d.x) = 

■“ —d 0 d 4 x — d t d„x — d x 0¿t — d 3 d a \/ — t) 2 ó,g — d, (d 2 y — d¿c) = 

= — <?o (^«x + d¿¡) = Im do 

(á.óo 3- *= 0). De este modo, el operador d 2 = d¡¡ — está defi¬ 

nido correctamente en los grupos E'¿¡ y tiene la propiedad d¿l* = 0. 

3) El operador d, en los grupos E q ,) = H q ,¡ (E‘*>, d 2 ) se defino 
do la misma manera, partiendo del operador d 3 en tales cadenas 
x 5 C q ,¡ (E), donde dpX *= 0, d t x = o„y, d~x — d,y = d„z + d x w 
y donde d 0 w = 0 (dj-ciclos). con exactitud hasta la unificación de 
las imágenes d¡, í ag. 2, de las fronteras do todos los anteriores ope¬ 
radores d¡. Sin calcular, apuntamos que todos los operadores d r 
pueden ser definidos correctamente, corrigiendo el operador d r , 
que actúa de C q ,¡ en C,_ r .; +r _,, en las adiciones de las imágenes 
6 0 , ój, . . . ó,_,, por analogía con d¡. Con esto tendremos d r d r = 0 
yd r : Ep -*.E'¿1 P or definición. No nos importa la forma 

exacta ael operador d r . 

Aclaremos la idea de demostración del teorema de Lcray (dado 
más arriba) para un caso particular, ruando todos ios i)¡ con i ^ 3 
son triviales. Aquí se puede verificar todo hasta el fin sin recurrir 
al longuaje del álgebra liomológica, mediante cálculo directo. Y» 
se ha comprobado la corrección del operador d.. Hay que demostrar 
que las homologías (£<*>, d s ) = Il'j’ = coincidirán con 
las homologías //* ( E) sobre un campo de coeficientes. 

Sea x un elemento do //„ (E). representado por un ciclo que es 
la cadena x £ C n (E) == 2 C q ,¡ (E). Llamaremos «filtración» deí 

« 4 - 5 =*V 

elemento x £ fí t (E) a tal número minimol q, que x puede ser rea¬ 
lizado por un ciclo x de una preimogen completa p- 1 IB") do un arma- 
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zón <j-dimensional do baso y no puede ser realizado por una cadena 
de p- 1 (8“-'): 

1 = Xq 4 x q-i + . . . 4- r 0 = X í 4 A, A £ p"' (8‘ , ' , ), 

donde 

*5-1 € ¿-«-i. /t|» • - .. *o€C|). »■ 

Como d E x = 0, leñemos la (d B = d,, + d t 4- d t ) descomposición 
de OgX respecto a los grupos C q , } : 

dgx = d 0 x, + (d,x, + d 0 z,. t ) 4- 

+ fox, + d,x 3 _, + d^.j) + 

+ (djx,-! 4- d,i 9 _ s 4- dqi q . a ) 4 • • . =0. 
De la condición d E x = 0 nos queda 

d«x q = 0, d,x, = — dqXq-v 5.x, = —d,x,— t)„x 9 . 2 . 

De aquí deducimos, que la cadena x., os un ciclo do las diferenciales 
d 0 , d,. dj, ya que 

d„ = d„ ( Xq) = 0, d, = d, (x,) - —d 0 
d a x, = d 2 x, — ó¡dr'd t x Q = d,x, 4- d,x,_i = -d„xq. t . 

Asi, al ciclo x do lo filtración q le corresponde la cadena x v £ Cq,¡ (E ), 
que define el ciclo do todas las diferenciales d r , r = 0, 1,2, ... 
Por eso Xq queda en los grupos Eq“¡ (en nuestro caso = £<*>). 
Mostremos, que x q no es frontera de ninguna de las diferenciales 
d, (r = 0. 1, 2). y por lo tanto, da un elemento no nulo en UW. 
Si Xq — d„z = dqZ para z £ 6’,.;+! (E), entonces la filtración del 

■elemento x => x — ObZ es menor que q, ya que 

x = (x, — dqi) 4- (Xq.¡ - d,z) + . . ., 

además, x,_, — dqZ = 0. Por eso Xq^=d 0 z, ya que, por condición, 
q es minimal. y el ciclo x no es posible sacarlo del armazón B q . Sea 
Xq •= d,v, donde ¡)„v = 0 y v £ C, + ,, 2 . Se verifica fácilmente, que 
un ciclo x — d B u tendría filtración <q. Por eso x, ^ d 2 (Ker d„), 
Luego, si Xq -■ d t u> = dqio — d l 0l'á l iu para w £ C,+ 2 ..i-i (donde 
dqiv = 0, 9m> = d„u), entonces, sacamos x del armazón ^-dimensional 
x — x — d E w. Esta contradicción muestra, que el ciclo de todas tas 
diferenciales x q 6 C Q j ( E ) pasa a sor Eq°¡ y os distinta de cero en 
si la filtración de la clase de homologías x £ Hq+¡ (£) es 
exactamente q. 
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Tenemos el encaje 

Un <E) -* § «Ti- 

?+J=n 

Por el contrario, quo so dé un ciclo de todas las diferenciales d,: x 9 £ 
6 Cq.j (£)* no igual a cero en Effi- Conocimos lo siguiente (que 
todos los dj = 0 con i > 3): 

d„ar, = 0 , 3 ,x, = dgy, 

d,Xq — d,¡/ = ¿>oZ + 0 x w, d 0 w = 0, 

Z€C S -S./*I, U’6C,_|,/h- 

Tomemos 

* = + *e-i + I ?-z + *,-»•+■ • • • • 

donde = —(y + ir), ,r,. 2 = —z. 

= doXg + <d,x q — doy — d^') + 

4- (d,x, — d„s — d,y — S,u>) + A = A, 

donde A £ p- 1 ( B *-*). Cambiando al representante y también 
a y, u>, z, obtenemos, en virtud de las relaciones (4) y (5), un ciclo 

«3 

x de fillración q , con la condición do que d t ™ 0, i 3. 

Así, cada elemento de los grupos E?™* =* 2 &%) representa 

un elemento de II„(E). 

Complementos (sin demostración) 

1) Los elementos de fillración q = 0 siempre son ciclos de todos 
los d r , r > 1; los grupos /¿í, l ,‘„ son ¡somorfos a II„ (E). Los grupos 
£(,”í son grupos cocientes; el homomorfismo B„ (F) -*■ 

c: H„ (E) coincide con el homomorfismo de encaje de fibra i: /•' — E. 

2) Los elementos de filtración n (j = 0) no pueden sor fronteras; 

aquí E'l'o = H n (B) y II„ (B). 

El homomorfismo de proyección en un sumando / = 0 

S - tr» («) — fiir’o <= *« («J 

n+J—n 

coincide con la proyección en la base 

p,: H n (E) -*-//„ (ñ). 

3) Para las cohomologías todo es análogo: se tiene una sucesión 
(Ef ¡ , b r ), donde 

a) Ó F : Ef 1 - ET* r - \ 5 r ó r = 0, Et +l =//* (£„ «,); 

b) S £?• J ‘ = ff" (Bxf) = 2 //■> (fl) ® IV (P); 

í+j-n 
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c) 2 Eli 2 = II* (E) (como un grupo); 
c. i 

d) todos los grupos E% y los operadores ó r son conjugados con 
d r ) en las homologías. Poro aquí se tienen una nueva propie¬ 
dad importante: 

o) todos Ios£; = 2£?' í son anillos anticonmutativos, además, 
H* (2?X F)=E‘ como un anillo; si b££ , ' J , PCE 2 ’’* entonces, 
ap G£’ ?+5 ' í+ ^, a/i=( — i) ( »+>»*+7-p a . p Q „, 6 r tiene lugar la fórmula 
do Loibniz 

8 r («P) = (6 r a) P ± a (ó r p) 

(notemos, que el anillo no es isomorfo al anillo H* (E), hablando 
en general; la excepción es un caso, cuando £í, es un álgebra libre 
antíconmulativa; entonces, esto es justo también para 1 /* (£)). 

Estos hechos no los demostraremos, aunque los utilizaremos (en 
especial, el e)) más 8bojo, en los cálculos. 

Consideromos algunos ejemplos do la aplicación del teorema do 
Leray. Como será visto, la construcción do los operadores <l r , r 2, 
no tiene importancia alguna en los cálculos, son importantes sólo 
sus propiedades formales. 

ejemplo i. Sea E = S *'*' —■ CP" ~ E con fibra E — S l un 
espacio fibrado estándar (véase MI, parle II, t; 24). Calculemos un 
anillo H* (CP"), utilizando información sobro U* (S 1 ) y II* (£*"■•->) 
y condición ji, ( B) = 0. 
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Fia. 43. 


En el término E * = II* (B) ® II* (F), véase la fig. 43 (todas 
las células no nulas de Ef ¡ las tenemos para j = 0, 1). Aquí H *( S l ) = 
= /\ [«I. u 2 = 0. deg u = i y H* (B) es incógnita, salvo la con¬ 
dición ji, = 0. Los grupos E%‘¡ son no triviales sólo cuando j = 
= 0, 1. Por eso sólo f> s ^ 0; cuando ¿ > 3 todos los Ó, ¡= 0 por 
razonamientos de dimensión, puesto que ó r .E¡M cr 
Los grupos E*‘“ son ciclos de todos los ó r , r ^ 2. El elemento 
ó a (u) C H 2 (CP") = E}-° engendra un grupo U 2 (CP n ); de otro 
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modo, tendríamos H l (E) = H l (S 1 ) ^ 0. o bien H* ( E) ^ 0, lo que- 
es imposible. Sea v = ó 2 (u) ^ 0. Para uu tenemos 

6 2 (uv) == v 2 , 6* (!»*)=»*♦*- 

De la condición II ‘ (E) = 0 con is£2n, deducimos: i? 2 ^ 1 (CP n ) =0- 
H í¡ {CP n ) es un espacio unidimensional, engendrado por un ele¬ 
mento v ¡ para / < n. Aquí utilizamos la estructura circular de la- 
diferencial ó 8 (véase la fig. 43). 

ejemplo z. Sea E S" un espacio librado de Serre con fibra» 
F = Q ( S '\ x 0 ) (nudos en la esfera). Aquí E es contraíble y II» (E) = 
= 0. Para la base B — S n tenemos, que H 0 (S") y H „ ( S ") son espa¬ 
cios unidimensionales; los demás H¡ (S”) = 0, j 0, n. Las homo¬ 
logías de la fibra F por ahora son incógnitas. 



En el termino E‘¿) = (fi) ® H, (F) (véase la íig. 44) tene¬ 
mos una diferencial no trivial única 

cl n :v-+- u„ 

d n ■ v ® u, ->■ u¡, /S) 


d n :v® ii h ., u k . 

La forma de diferencial d„ (véase (8)) se obtiene inmediatamente del 
teorema de Leray junto con condición II» (E) = 0 y una forma de 
homologías de la base B — 5". Por eso las homologías H « (F) tie¬ 
nen la forma: 

Hh(n- 1 ) (P)> que es un espacio unidimensional, 

U, (F) = 0, l =¿= k (n — 1). 
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problema 2 . Demostrar, utilizando la multiplicación cohomoló- 
gica (los coeficientes, es un campo R, C,Q ) que: 

a) //* (Q£ n )) os un anillo de los polinomios de una generatriz u 
de dimensión n — 1, si n es impar; 

b) íf* (£2 (£")) = A l“l ® R [fl. deg u — n — 1, deg v = 
= 2n — 2, n es par. 

problema s. Demostrar, quo si en la triada de espacios ( E , F, B) 
cualesquiera dos tienen una de las siguientes propiedades, entonces, 
el tercero también la tiene (se supone, que un espacio fibrado E -£*■ B 
satisface las condiciones del teorema de Leray): 

a) los grupos de homologías //„ con coeficientes en algún campo, 
son iguales a cero; 

b) los grupos de homologías //„ tienen un número finito do 
generatrices en cada dimensión; 

c) todos los grupos de homologías con coeficientes enteros son 
grupos finitos (os decir, las homologías con coeficientes en 31, Q 
o C son iguales a cero); 

d) todos los grupos de homologías con coeficientes enteros son 
finitos y no tienen elementos de orden p, donde p es un número primo 
(es decir, las homologías con coeficientes en un campo Z p son iguales 
a cero). 

problema s. Estudiar las diferenciales d r , ó r en los espacios f¡- 
brados: 

a) CP“ (la fibra S') con coeficientes en los campos 
Zü, P> 2, R o <Q: 

b) SU(n)-+S»-> (fibra SU(n— 1)); 

c) SO («) ->- S"-' (fibra SO (/¡—I)); 

d) S* n *> -h (fibra 5 a ); 

l'n. h -*■ S"~ l (fibra *_,)'. 

f) C « -*• Gn, * (fibra i/(A:)); 

g) V?, *-**<* (fibra SO (/c)). 

Utilice la estructura circular en las cohomologíns para los ejemplos 
b) -g). 

problemas Demostrar los siguientes hechos: 

a) Si todas las homologías de un complejo simplemente conexo K 
son finitas (es decir, si H q (K, R) = O para q > 0), entonces, todos 
los grupos homotópicos son finitos; 

b) todos los grupos n n+i (5") son finitos (excepto i = 0ei = 
= » — 1, si n es par). 

indicación. Considere un espacio fibrado de Secre E —*■ K con 
una fibra Í2 (K, &„), donde E es contractable. Itere este espacio f¡- 
íbrado. Para estudiar los grupos n¡ ( K ) utilice la igualdad (K) = 
= iti-x (£2 (K)) = . . . Para el primer grupo no trivial homotó- 
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pico utilice la igualdad: si (X) =0, q <. i, entonces it ( (A') — 
— ¡j t (x, 2). Pase al cubrimiento universal, si se encuentra un 
grupo n, (véase el problema 7 más abajo). 

Se tiene un procesamiento de «transformación de la aplicación 
en un espacio fibrado», que conserva tipos homotópicos: 

a) si K cz L es un encaje, entonces se toma un espacio E ( K , L) 
de las curvas (rutas) que se comienzan en K y se terminan donde se 
quiera en L. Evidentemente, E ( K, L) — K (se contrae a K). Tene¬ 
mos una aplicación (E ( K. L) -£»- L, que confronta a la curva su 
extremo. Esto es el espacio fibrado de Serré (demuéstrelo); 

b) para una aplicación general K —► L es necesario considerar 
un «cilindro» C, = (K X / (0, 1)) U A donde (x. 1) ss / {*). Es 
evidente, que c, ~ L. Luego. C, => K X 0 = K Aplicando al par 
{C,. K X 0) la construcción a), obtendremos un espacio fibrado 

K~E(K, L ) -i- G¡ — L. 

Es fácil ver, que p es homotópico a /'. Utilizando estas construcciones, 
resuelva los problemas siguientes. 

problema 6. Demostrar, que si la aplicación / de los complejos 
simplemeinle conexos induce un homomorfismo de los grupos do 
homologías H * (K, R) 2^* (¿. *)• entonces, la aplicación / 
induce un ¡somorfismo do grupos de homotopías 


n¡K ® R « ji, (L) ® R. 
Aplicarlo al caso, cuando K = S* X S ¡ X 


X ó" J 


y L = 


L, utilizando la multlpli- 
Q (K)), 


SU ( n ). Construya la aplicación K 
«ación en SU (n). . 

problema 7. Si X es un //-espacio (por ejemplo, A 
entonces para todo q> 0 demostrar la igualdad 

H„(X, H ) = H„(X, R), 

donde X es un cubrimiento universal. Sea D = ít, (X) y X (D, 1) = 
= B un espacio tai, que Jt, ( B ) = D y n¡ (B) =0, i > 1 (véase el 

§ 10 más abajo). Considerar una aplicación X —* B , Jt, (X) «í 
as n, (B) = O. 

Transformarla en un espacio fibrado. Hallar la fibra. 

problema 8. Considerar un encajo (inmersión) natural S " V 

V S a -*- S “ X S”. Transformarla on un espacio fibrado. Hallar 
las homologías de la fibra E. Hallar los grupos homotópicos Jt¡ (S n V 

V S n ) ®¡t — ? 

problemas. Sean: X, simplemente conexo, y H*(X, R), un 
álgebra libro (anticonmutativa). Hallar los grupos n, (X) ® R. 

problema io. Sea Jti (A) — 0 con i ^7 n — 1. Demostrar la 
igualdad H¡ (X, R) = fíj ( X) ® R para / < 2n — 1. 
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§ 9. Problema de prolongación de aplicaciones, homoiopías 
y secciones. Clase obstaculizados de cohomologias. 

A. Planteamos el siguiente problema: sean dados un complejo 
celular K y su subcomplejo L c K (por ejemplo, L = K'~ l es un 

armazón del complejo K). Sea dada una aplicación L —+ X. Para sim¬ 
plificar la parte algebraica, suponemos que X es un espacio simple¬ 
mente conexo (u homotópicamente simple, tal, quo n , (X) es un gru¬ 
po abeliano y actúa trivialmente en todos los grupos ( X )). 

¿Es posible prolongar la aplicación /: L X hasta la aplica¬ 
ción F: K -*• X? 

Sea o‘ una célula en K tal, que da* er L. En la frontera do* ya 
tenemos una aplicación j: L -*• X. Esta aplicación define un olo- 
menlo a (o*. /) € n,., (X): 

S'-t — do' -L X. 

Es evidente que la aplicación / se puede prolongar en una célula 
o* si, y sólo si. a (o 1 , /) *= 0 en el grupo n,_, (A). En particular, 
siempre es posible prolongarla, si n,_, (X) — 0. Si a (rr\ /) =£• 0, 
entonces es imposible prolongar la aplicación / en la célula a 1 (a es 
un «obstáculo»). 

En el caso general, habiendo comenzando a prolongar una apli¬ 
cación con primera dimensión tal, que se tienen células en K, que 
no se encuentran en L, para un cierto i tropezaremos con un «obstá¬ 
culo» no trivial. 


o 1 cc (o 1 , /)€*,-.(*). 

Esto es una cocadena en (K , L) o en un grupo de cocadenas 
C* (K, L,ni_ t (X)). Designemos a esta cocadena por ay . 

Tiene lugar el 

lema i. La cocadena a¡ es un cociclo. 

tiemostracmn Por definición, tenemos: óct, (o 1 * 1 ) = a¡ (00'+'). 
Demostremos que la cocadena ay se anula en do'+'. Recordemos, que 
a f (a’) fue definido por una aplicación da' -*■ X. Para simplificar, 
sean K y L complejos simpliciales; entonces, do 1 * 1 y da* son esferas, 
quo se encuentran en K. donde a* es un simplex de dimensión g. 
Surge la siguiente situación universal: para un simplex a 1 * 1 hay una 
aplicación de su armazón (f — l)-dimensional en X (n, (X) =» 0 
o ni no actúa en los grupos n¡_,). Sea representado aj 6 (X) por 

una aplicación de la frontera de la cara con el número /: si a‘+ 1 = 

= (0. i 4- 1), entonces, la cara /-ésima es (0. 1, . . . 

. . ¿4-1) (el número j está borrado). 
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problema i. Demostrar la igualdad 

Sa,(-1^0e nw (X) (1) 

j-o 

para cualquier x. 

En efecto, el hecho es que cada cara de dimensión i — 1 se in¬ 
cluye dos voces en la suma (1) y, además, con signos opuestos (el 
grupo n,_, ( X) es abeliano). Al mismo tiempo, de nuestras condicio¬ 
nes se deduce que el punto inicial en la definición de nt.¡ ( X) es 
insignificante. Por eso a/ es un cociclo. 

lema 2 . Si a/ = óp para cierta cocadena (5 g C l ~ l (K, L, rt ( ( X )), 
entonces es posible transformar una aplicación ¡ en un armazón (i — 1)- 
dlmensional K k ~', no transformándola en un armazón (i — 2 )-dlmen- 
sional /v'- 5 y en todo el L de tal modo, que para una nueva aplicación f 
tendrá lugar a f ss 0. 

demostración. Con las condiciones del lema, sustituimos la apli¬ 
cación / en la célula a 1 ’ - ' por una nueva aplicación /: a'" 1 — X, de 
manera que ellas coinciden on da'~ l ; con esto, un par de aplicaciones 
J, f de la célula a‘~ l definen juntas una aplicación S'~ l — X, que da 
un elemento — p (o‘~ l ) en el grupo n l . 1 (X). Después de semejante 
transformación de la aplicación / obtendremos para la nueva apli¬ 
cación /, el hecho que n.~ = a ( — óp ai 0. 

El lema queda demostrado. 

Como resultado de los lomas t y 2 obtenemos 
conclusión: Está definido «el primer obstáculo» para prolongar 
!a aplicación cz, 6 H' (K, L\ (AT)> al intentar la prolongación 
de la aplicación / del subcomplejo L U IC 1 - 1 en el complejo L U K k . 
Su igualdad a coro os suficiente para la prolongación (véase el loma 2). 
Evidentemente, es posible la prolongación, si ji¡„, (X) = 0. 

problema 2 . Sean: it, (X) = 0 con i < q, y f: ¡C -*■ X, una 
aplicación de un armazón q-dimensional. Sea quo X no tiene células 
de dimensiones 0 < p < q — 1 (un complejo reducido, véase § 4). 
Entonces, cualquiera célula o q del complejo K define el elemento 
P (q*) £ n v (X) medíante la aplicación o® X. Demostrar que el 
obstáculo para prolongar esta aplicación en el armazón ÓT 7 -*- 1 es una 
cocadona n, = óp. En particular, la aplicación / se prolonga en 
K qtl . si P es un cociclo. 

B. Consideremos un «obstáculo para la homotopía» do dos apli¬ 
caciones / y g: K X, que ya coinciden on el armazón /í 7- ’. En 
cualquiera célula o 7 cz K q del armazón K q tenemos dos aplicacio¬ 
nes 1, g: o"' -*■ X, que coinciden en la frontera: / loo?* g | n a q- 
Conjuntamente / y g dan una aplicación de la esfera S q X. Este 
es un «elemento distintivo» a (o 7 , /, g) £ n„ ( X ). Así, tenemos una 
«cocadona distintiva» 

« /. g) 6 n q (X). 
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problema 3 . Mostrar, que 6 a = 0. Mostrar que para un caso- 
a — 6(i es posible cambiar la homotopía entre / y % en un armazón 
A 5-1 , sin tomar el armazón K 9 ~' 1 . y después tendremos a == 0. Por 
eso la distintivo se encuentra en Il q (A, n„ (JY)). 

problema i. Sea que tenemos un par (A, L), L cz K y sea dada 
uno aplicación /: L -*■ T" en un" toro «-dimensional. La condición 
necesaria de la prolongación de la aplicación j de L sobre A es la 
siguiente: si y £ n, (A) y el encaje i: L —- A” transforma este ele¬ 
mento en ln unidad, i* (y) = 1, entonces debe ser /* (y) = I en el 
toro T n . Demostrar que esta condición es suficiente para la prolon¬ 
gación. Demostrar que para prolongar la aplicación es también sufi¬ 
ciente una condición análoga en las homologías, o sea para y€// 1 (¿). 
Tal situación surge, por ejemplo, en la teoría de nudos (véase [ 1J. 
parto II. § 2G). 

problema 5 Hallar un conjunto n (A'. T") de clases liomotó- 
picas de aplicaciones K —*- T“ (particularmente, para n 1 en S l ). 
Con mayor generalidad: sea X — K (D, n) un espacio tal («complejo 
de Eulenberg-MacLane»), que (A) --- 0. i =?= n, y n„ (X) — D es 
un grupo a bel ¡ano. Demostrar que n (A. A) = H" (A, D). Veri¬ 
ficar para n — 1, que //* (A, Ü) y ji (A. .Y) se determinau por los 
homomorfismos n, (A - ) -* D. listo resultado sobre n (A. X) es justo 
para los grupos no abolíanos O con n = 1. Ejemplos: 
n = 1 :D = l, A(¿, 1) = A'. 

C-ZX ...XZ, A (D. i )=r\ 

D = n, (M \), K(D, 1) =M\ (superficie del género g^l), 

D=Z m , K(D, l) = S"/Z m (para 2 tenemos K (Z 2 , i) — 
= RA°° o R P*. A — oo), 

D=P (grupo libre). Á'(A, i)= S' V • • • \JS x (ramo de 
circunferencias). 

llay muchísimos ejemplos de espacios A (D. 1) con distintos gru¬ 
pos D — ni ( X ). El único espacio, que se construye simplemente, 
K (D , 2) es el caso n = 2. D = 2. A (D, 2) = CA~ = 

(véase íl], p. II. § 24). 

problema «, Sea A" un complejo de dimensión n. Hallar Jas cla¬ 
ses homotópicas de aplicaciones A" -»• S”. Demostrar la igualdad. 
n (A”. S”) = //" (A". Z). 

C. Es completamente análogo el problema de construcción y de 
homotopía de secciones de espacios fibrados E -i- B con fibra A. 
donde la base B está representada en forma de un complejo Simplicia! 
o celular. Otra vez, para hacerlo más fácil, suponemos que la base B 
es simplemente conexa (o, más débilmente, n, ( B) no actúa en los 
grupos n, (A) mediante traslaciones) y la fibra A es también sim¬ 
plemente conexa u homotópicamentc simple. 
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Sea dada una sección <p en un armazón B q ~ l cr B. Sobre un sim¬ 
ples o q c: B q se tiene un producto directo pr* (o e ) = o q X F. 
En la frontera do 5 = S ,_l se tiene una sección if: da q —*■ do 5 x P, 
donde pi| = 1- Por eso está definida la aplicación do* = 5 ,_1 -*• F, 
que da un elemento a (&>, q>) g ji,_, ( F ) (cocadena obstaculizadora). 

problema 7 . Demostrar que ó a = 0. 

problema s Demostrar que para a == ófl es posible transformar 
la sección en el armazón B*~ l , no tocándola en B , '~ i , que o. == 0. 
De manera que a g H q (B, jtj,., (Z 7 )). 

problema s Seo que Ja fibra es una esfera 5*' 1 = F. Mostrar 
que el obstáculo a g //’ (B, jt,_, (Z 7 )) es una «dase de Euler» de 
espacio fibrado, (véase ti], parle 11, § 25), definida con ayuda de 
conexión en un espacio fibrado con impares q — 1 para los espacios- 
librados con un grupo G SO ( g ) como un elemento de H q {B, R). 

Problema to. Consideremos un obstáculo para la homotopia de 
dos secciones <f, y q 2 : B —*■ E. donde pip, = pq 2 = 1. Sea que coin¬ 
ciden las secciones en un armazón Z?’- 1 c B. Determinar el obstá¬ 
culo para la homotopia y estudiar sus propiedades 

a («Fi« Vt) € H q (B , n q (F)). 

ejemplo i Sea cnnlructablc la fibra, n, (/•') = 0 para todo i; 
entonces, siempre existe la sección, y todas las secciones son homo- 
tópicas. Por ejemplo: 

a) F es un conjunto de métricas de Riemann positivas (en un pun¬ 
to dado) sobro una variedad .1/". Sabemos (véase 111. parte II. § 8), 
que siempre existe lo sección (métrica) y que dos secciones (dos mé¬ 
tricas positivas) son homolépicas, y entonces es posible unirlas con 
una curva. Si la métrica es indefinida (por ejemplo, de forma (p, q)), 
entonces, este resultado no es correcto. «Cuáles son los grupos n¡ (/•')■ 
para este coso? Notemos, que F - GL (n. 3.)/(O (p. g), p q = n. 

b) F es un conjunto de «superficies horizontales» en un punto 
dado de espacio £ —>- Z? o de conexiones (véase [11, parte II. § 24), 
donde fue demostrado la existencia de la conexión). 

ejemplo 2 Sea E —► B un espacio fibrado con un grupo fí = 
= O (n) y una fibra r t". Consideremos un espacio fibrado asociado 
de ¿-jalones (ortonormalizndos): F u - • B. la fibra F,, = (varie¬ 
dad de Stiefel de ¿-jalones en R n ). En particular, para k — n, te¬ 
nemos F„ = O (n), y para k = 1, tenemos F, — S”~ l . Los conoci¬ 
mientos sobre los grupos homotópicos de fibra los obtenemos de [II. 
parte II, § 24: 

«i(JV0=0, i<n— k, 

I Z. n— k es impar, 

(I^n. »)*= \ v „ i. ___ 
l n —k es per. 
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La clase obstaculizados de cohoinologías para construir secciones 
de estos espacios fibrados tiene forma («el primer obstáculo») 

«»€*-***<*. 

para todo k = 0, 1 , 2 . n — 1 . 

DEFINICION 1. La clase a» (mod 2) se denomina «clase de Stiefel — 
Witney» de espacio librado y se designa por 

H', = o n -, tl (mod2)6W’(». 2t). 9 = 1. 

Por definición, se supone = 1 y se forma un «polinomio de Stie¬ 
fel—Witney» 

W(t)~i+-w i t+ ... + w q e >+.... 

donde t es una variable formal. A las clases de Stiefel—Wliitney de 
una variedad suave M n las llamaremos clases de espacio fibrado tan¬ 
gente. 

problema ii. Demostrar, que la igualdad W, = 0 es necesaria 
y suficiente para orientabilidad de la variedad M n . Mostrar, que 
fV„ es una característica de linter (mod 2). 

problema 12 . Demostrar, que para los productos directos do 
variedades (o para los productos directos de espacios fibrados) te¬ 
memos 

W {t)=W {Í)W (t) 

(el producto en un anillo do cohomologias II* ( , Z t ) y IV, W son 
polinomios de Stiefel—Whitney de los factores). 

problema 13 . Demostrar, que para un espacio fibrado no trivial 
unidimensional estándar q sobre («cinta de Moebius», véase [1], 
■parte II, § 24) tenemos 

IK(<) = 1 + W,t, Z*) = Z z , 

•Calcular un polinomio do Stiefel—Whitney de un espacio fibrado tan¬ 
gente X sobre (R/ >n , utilizando el siguiente resultado: x © 1 = 
= T| © ... © q (véase el problema 1 de 11). parte II. § 24). 

problema u. Examinar k campos vectoriales %, .... q* sobre 
una variedad A/™ (en posición general). Surge un «ciclo de singulari¬ 
dades», donde los campos son linealmente dependientes. Mostrar, 
■que esto es un ciclo (mod 2) en un grupo , (AT*, Z t ), dual, según 
Poincaré, a una clase do Stiefel—Whitney W„. R+l . 

ejemplo 3. Consideremos un espacio fibrado complejo E B 
■con fibra C n y un grupo G — U (n), y los espacios fibrados asociados 

de ^-jalones unitarios (complejos) en él E « B, fibra F h = V n ,h- 

'Conocemos los grupos homotópicos (véase [11, parte II, § 24): 

iMP?.*) = 0, l^2{n-k), Ji 2ln _„ +l (PÍ.„) = Z. 
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El primor obstáculo para construir ia sección del espacio librado 
B'h —B es un elemento de cohomologias con coeficientes enteros 
€ zr»-*** ( B, ».*_»+, (Fjp „)) = //* (5. Z). 

definición 2 La clase c, se denomina «clase de Chern» (g = 

=■ 1, . ..) del espacio librado £ -4- B. Si B = M 3n es una variedad 

compleja, entonces, las clases de Chora del espacio fibrado tangente 
se llaman clases de esta variedad. Se introduce el «polinomio de 
Chern’» 

c (t) = 1 + c¿ + . . . + e,t9 + . . 
donde t es una variable formal. 

problema 15. Demostrar que para el producto de espacios fibra- 
dos (o variedades) es justa ia fórmula 

c (í) = c (í) c (í), 

donde c, c son polinomios de Chern de factores. 

problema 10 . Mostrar, que para un í/,-espacio fihrado estándar 
rj sobre CP” tenemos 

c (t) = 1 + c,f. 

donde e, £ H 1 ( CP", ¿L) es un elemento básico. 

Q Hallar el polinomio de Chern de un espacio fibrado tangente t 
sobre CP", utilizando el hecho de que t © 1 = i| ® ... ®ri 
((demuéstrelo!, véase 111. parle 11 , J 24). 

problema 17. Mostrar que pora variedades complejos .11 2,1 la 
clase c n coincide con la característica de Euler. Hallar los polino¬ 
mios do Chern de las superficies do Hiemann. 

PRonLKMA 18 Mostrar que es posible reducir un guipo estructural 
del U (n)-espacio fibrado a SU («) si. y sólo si, r, = 0. 

problema i». Para uu espacio fihrado complejo-conjugado ^ 
a un espacio fibrado g con base/? (véase |1|. parte 11, § 24) demostrar 
la igualdad 

r(t, g) 

0 C2.(t) = Cz,(g). 

c íi*l (E) “ —Cai*i (?)■ 

problema 20 Demostrar que las clases de Chern <•,. consideradas 
en el grupo (B, Pt), coinciden con las definidas medíanle cone¬ 
xiones en los espacios fibrado* (véase II). parte II. % 25) Esto resulta, 
especialmente fácil para la clase c,. De manera que las clases, ante¬ 
riormente definidas como expresiones del tensor de curvatura Ides- 
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pues ile normación) tienen siempre integrales con coeficientes enteros 
por ciclos en cualquier espacio librado. 

problema 21 Demostrar, quo el polinomio de Chern (mod 2) 
do un espacio fibra do complejo s define el polinomio de Stiofel — 
Witnny del mismo espacio librado como real, o como espacio fibrado 

donde r es una operación de «materialización» — véase [11. 
parte 11. § 24. 

ejemplo 4- Consideremos no O (n)-espacio fibrado real i). Ds 
posible «complexificar» este espacio fibrado (véase (11, p. II. § 24): 

H — ci) = £. 

El espacio fibrado | = ci\ tiene un grupo G — 11 (n) y_está 
«autoconjugado*. Esto significa que los espacios librados l y l son 
isomorfos: Ü«w"Í (comprobarlo). 

definición 3 Las clases do Chern de 1 —1 )'c a , espacio fibrado 
complejo | = Cq se denominan clases características (de Ponlriaguin) 
de un espacio librado renlq y se designan por p¡ (q) 6 II" (&■ 2). 

Del isouiorfismo £ % obtenemos 

cu (I) - c tl (I) =* p, (n). 

C 2l*l(?)~ ~ e U* l(?)> 

y, debido a ello, 2c a(+1 = 0. Por eso, no se consideran los clases 
c 2j+1 en el caso real. 

problema 22 . Calcular las clases p, ICp"). 

problema 23 . Hallar la clase p, (M‘ n ¡) pora una variedad no 
singular AI 4 . dada cu CP* por una ecuación (en un dominio finito 
C 3 c CP 3 ) de grado n. 

problema 24 . Demostrar la coincidencia de las clases p¡ con las 
clases, definidas mediante conexiones en los espacios fibrndos (véase 
(1!, parte II. § 25). 

problema 25 Demostrar que si una variedad onentable 
es un borde do una variedad orientable. o sea. AI t = óIV 5 . entonces 
p t (Al*) — 0. En forma general: si Al” = dH 7 "* 1 , entonces cada poli¬ 
nomio de dimensión n de las clases W 0 y p, es trivial (para un caso 
no orientable. sólo de W g ). Expresar las clases p, (mod 2) mediante 

w r 

§ 10. Homologías y métodos de cálculo de los grupos 
homotópicos. Teoremas de Cartan-Serre. Operaciones 
cohomológicas. Espacios librados vectoriales. 

I. Noción de operación cohomológica. Ejemplos 
Es muy difícil el problema de cálculo de los grupos liomotó- 
picos de variedades y de complejos finitos. Este problema es inso- 
fuble algorítmicamente en el más fuerte sentido de la lógica mato- 
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mática pura los complejos no conexos simplemente, donde un grupo 
n, actúa sobre todos los n ( . incluso para un caso más importante 
y simple de los complejos simplemente conexos (pur ejemplo, esfe¬ 
ras) el cálculo concreto de los grupos homotópicos resulta un pro¬ 
blema muy difícil, no resuelto. Los métodos geométricos directos 
permiten obtener algunos resultados sobre los grupos homotópicos 
(véaso 111. parle 11) en ciertos casos particulares. Se consigue formular 
métodos regulares do cálculo de grupos homotópicos basándose en la 
tooría homológica de los espacios librados junto con la teoria de las 
homotopías, formuladas más arriba. Mostraremos aquí un modo do 
obtener información sobre las parles infinitas de grupos homotó¬ 
picos it/ (A - ) ® Q, donde ¿i es el campo de los números racionales 
para los complejos simplemente conexos, loque ya fue oxominado 
parcialmente en los problcmos del <i 8. Notemos que el cálculo de la 
parte finita (torsión) de los grupos homotópicos n, (K), como se verá 
más abajo, exige desarrollar métodos incomparablemente más com¬ 
plejos. La base de todos los métodos algebraicos para calcular los 
grupos homotópicos. salvo ya formulada teoría de las homologías, 
son las llamadas, «operaciones cohomnlógicas». os decir, aplicacio¬ 
nes 0: //MAL G,) -*■ ff IK. /.; G t ). que tienen las siguientes 
propiedades: 

a) La aplicación 0 está definida para todos los complejos A - . L 
y es liomotópicamcnle invariante; 

b) la aplicación A es «natural» (otros términos son «funcional» 
o «covariante»): esto significa que ella conmuta con aplicaciones con¬ 
tinuas /: (K, /.) -e (X\ L') 

0/• =-■ fti 


E/EMW.O i 0 <x) = x m . donde x 6 //’ ( K. L\ G¡). Aquí p -= mq. 
Para G.¿ G, =* 2,,. donde ni =.- p es un número primo, tenemos 
0 (x + y) — x’’ + y”. A (Xx) = X0 (x). ya que V - X. En este caso 
0 es una aplicación lineal. Para el campo racional Q = G, — G 2 
la aplicación 0 no es un homomorfismo. 

EjEMpj.o 2 0 (x) — 6, (x). donde x 6 H" (K. /.; Z„). ó, (x) e 

6//"*' (K, L- Z„). 

La definición del homomorfismo ó* fue dada en el § 3: si el dó¬ 
menlo x se representa por una encadena con coeficientes enteros 
t £ C‘‘ (AL L; 2). x = x mod p. entonces Ó„x -m (-Lóx) módulo p. 

Se tiene una generalización natural ó 2 . Ó.,.ó,, de un Imrno- 


morfismo ó, = ó„: si x f Ker Ó», o sen. la encadena 


( y; ÓJ-) mod /> 


es cobotnológica a cero, entonces. 


7 ,v = W 


ór 


Por eso osló 


definida la relación 


!/ (mod p) ^ ó 2 íx) — J- ( -1 fu —*2 ) . 
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problema i Verificar que 6 2 es un homornorfismo correctamente 
definido 

II"(K, L\ Z p )<=Ker 6 ,-Í ««+•(«, £; Z p )/ImÓ„ 

que conmuta con las aplicaciones continuas, o sea, /*S 2 = 8 2 /*. 
Construir, por analogía, homomorfismos superiores 

ó*: A Ker 8 , —*■ H"* l l U lm 6 ,. 
i<h i<h 

Los homomorfismos Si,, si /i 2, no están definidos por doquier 
y son multiformes. Por eso o ellos se los llama operaciones cohomoló- 
gicas «superiores» o «parciales». El valor de los homomorfismos ó* 
es el siguiente: si conocemos la estructura de II* (K. L\ £ p ) y la 
acción de los operadores 6 *. entonces podemos reconstruir un grupo 
de cohomologías con coeficientes enteros II* (K , L; 2)/r p . donde 
r p os una parle periódica del orden, primos entre sí con }> 

problema 2 . El núcleo de todos los ó,, sobro H* ( K, Z p ) os el 
resultado de la reducción del mod p de un grupo con coeficientes 
culeros H* (K\ 2). 

problema 3 . Si x = 6 * 2 / y Ó,s cuando q < le, entonces ol 

elemento x representa un elemento generatriz x £ H* (K-, l) de 
orden p k . 

De este modo, el conocimiento de los operadores^* para lodos 
los p en las cohomologías H* (/£; Z p ) (o en las homologías II , (K\ Z„), 
donde están conjugadas a las cohomológicas) permite reconstruir las 
homologías y cohomologias con coeficientes enteros. 

Los operadores 6 * tienen las siguiente» propiedades; 

a) están definidos en todos los grupos H" para lodos los q (o en 
sus sobgrupos) y son homomorfismos; 

b) conmutan con un homornorfismo 6 de la sucesión exacta del 
par ((comprobarlo)) 

H * ( K, L\ Z p ) XII(K, L; Z p ). 66* - ó*ó. 

Si fc *= 1. la operación 6, = Ó, está definida por doquier y es uní¬ 
voca. 

definición i Las operaciones 0, que tienen las propiedades a) 
y b) se llaman «estables». 

La causa principal, quo facilita los cálculos de los grupos homo- 
tópicos n, (k) ® ¡D, os la ausencia de operaciones cohomológicas no 
triviales (que no so reducon a una operación de elevación a potencia) 
en las cohomologias racionales II* ( ; Q) (esto será demostrado más 
abajo). La única operación cohomológica «estable» en las cohomolo¬ 
gías racionales (reales, complejas) es la de multiplicación por un 
número (escalar): 

Ó (a;) = Xx: Ii‘ //,. 
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El ejemplo del operador 6* muestra, que Jas cohomologíns 
1J * ( ; Z p ) tienen operaciones eohoniológicas estables no triviales. 
Sin demostración, indiquemos que hay muchas operaciones estables 
no triviales en las cohomologíns de módulo p (véase K5I). 

teorema i (Steenrod). 1) Sea p = 2. Para cualquier número 
¡Js 0 se tiene una operación cohomológica estable 0. designada por 
Si/. que tía un homomorfisnio 

Sq'.WiK, L-./L z )-~fíi+'iK, L\ Z 2 ) 

para todos los q. 1.a operación Sq' tiene las siguientes propiedades 

a) Sq 1 (x) =0. si q < í; 

b) Sq° = 1; 

c) Sq‘ (a) « j 2 , q -- ¿; 

dj Sq,,(xy)=* V Sq> (r) Sq l: (yy, 
íh-i 

e» Sq* (a-) = Ó,z. 

2) Sea /»> 2. Para cualquier t 0 están definidas las opera¬ 
ciones estables Stl 

Sl¡,: IJ a (K, i p )— /í***'«-*>(*, Z,.) 

fa/es. 7 í(C 

a) Stj, (./) — 0. qC2 i; 
bj ¿7“ b 1; 

C) Stplx) — X 1 ', q- 2t\ 

d) St¡. (xy) - £ (*) -Síí (V). 

Todas las operaciones estables se expresan por medio de productos 
(superposición) de operaciones de Steenrod (es un teorema difícil). 
Hay entre ellas relaciones algebraicos no triviales: como se ac.lurinú 
más adelanto, toda esta estructura crea un proceso complicado para 
calcular la parte finita de ios grupos homntópiros. Notemos, que la 
más simple ilustración de tal empleo es la estructura de un complejo 
lúcelo lar: el elemento x £ „ (S q ) define un complejo hicelular 

*„«./?**«+* U* s * 

tal, que 

W (K x \ C t ) r- O,, H "**+1 (K x - í; 2 ) - C- 

(que forman, correspondientemente, r y w). Par» el caso q — «. 
h + d 1 2n. este complejo se examinó en el § 7. 

lema i. Si se halla una operación cohcmológica no trivial 
G :ff q (;C,) —*■ // 7 í ; C 2 ) tal, que 0 (z) 0. entonces el elemento 

x -f- 0, donde x £ it t - u (5 ! >. 
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demostiiaión. El tipo homolópko do un complejo A’, para 
x = 0 Iieuo forma do ramo K x ~ S*' k -*\j S*. Consideremos la apli- 
n 

ración K x —S 1 , idéntico en un sumando .?* y que proyecta el 
segundo S h *' M en un punió. Puesto que S' 1 a K x , tenemos una 

Tí 

proyección K x — K x tal, que 

-.Ili — Il*, a*=-. 

Puesto que H (n* a ) — Ji*0 <_s). por detimciúu de operación culiomolú- 
girii, tenemos que 0 = 0 (a*,) = 0 (z). El lerna queda demostrado. 

Un ejemplo trivial: q = n. x. es la multiplicación por 2* <~Z --- 
- jt„ (A’"); (I = H" (A; Z s ) — II"' (A: Z.J. 

II. Complejos de Eulenbcrg—Macl.aue y operaciones. 

Va introdujimos «complejos de LCiilenberg—MacLane» A’ 10, ti) = 
-= A lales. que 

n„ (A') = 0, n, (A ) = 0. 1 ¥= n 

(véase el § 9). Tomemos como un lieclio que tales complejos existen 
(véase 145]) para todos los (0 . n) y que son celulares o homolópica- 
motile equivalentes n ellos. 

Es evidente 1<> siguiente: 

A (0, X 0 a . n) =-- A (0j. n) X A (0 S . ii), 
íi (A (0, ti) = A (0. n - i). 

Efectivamente, utilicemos la siguiente igualdad (véoso |1| 
parle II 5 24): n, (Q (A)) = (A). 

Tiene lugar el siguiente 

teokuma 2. Para cualquier complejo celular X la cine homotó/iica 
de la aplicación /: X A (I.), n) es definida completa mente por cierta 
elemento de un grupo de cohomvUigías x 6 II" (A'; 0)\ es justo el ¡so- 
morfistno canónico IA; K (0. n)I 5» II" (A: 0). 

demostkacion. a) Sea dada una encadena x 6 C" (A"; 0). Damos 
la aplicación del armazón A"* 1 en un punto. Demos la aplicación en 
el armazón A" así: a una célula o" a X" le corresponde un elemento 
X (o") 6 Jt„ (A (0, n)) - 0. La frontera do" ya está aplicada en un 
punto. Apliquemos la célula o" —- A (0, n) en concordancia con el 
elemento x (o") de n„ (A (0, n». Prolonguemos la aplicación en 
un armazón A"* 1 . Este es posible si. y sólo si. 6x = 0 (véase el § 9). 
En adelanto, suponemos por inducción que en el armazón A 11 *’ 1 * 
ya está construida la aplicación /: A"* 1 *’—A (0. »). Va que 
n¡ (A (0, n)) = 0 cuando / sé= n. el obstáculo para prolongar la 
aplicación / es igual a cero, y prolongamos las aplicaciones por los 
armazones sobre lodos los A. 
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b) Sean dadas dos aplicaciones /: X K, g: X K, construi¬ 
das por dos ciclos cohoinológicos x, x. x — x — 6y; es posible, en 
concordancia con el § 9 transformar la aplicación / en el armazón 
de dimensíón_n — 1 de tal modo, que x-*-x — Sy. Después obten¬ 
dremos x =3 x. Se deduce de la igualdad de todos los grupos n¡ (K) 
para / > n, que las aplicaciones son homotópicas. 

El teorema 2 queda demostrado. 

teorema 3 . El conjunto de todas las operaciones cohomológicas 
0: H n (.t/, L; D) H p (M, L; G) está en correspondencia natural 
recíprocamente unívoca con los elementos del grupo H v ( K; G) = 
= W (K (D. n); G). 

demostración Consideremos un elemento «canónico» u £ 
€#“ (K (D, «); D). que se define así: por el teorema de Hurewicz 
tenemos quo //„ (K (Ü. n), Z) = .u„ = D. Luego, H ” ( K\ G,) = 
» Hom (/), (?,), donde Hom (D. G,) son liomomorfismos do un 
grupo abeliano D en G,. Si D = G,, entonces en un conjunto 
Hom ID, D) se tiene un elemento «unidad» u £ Hom ( D■ D) o sea, 
un liotnomorfismo idéntico. De la demostración del teorema 2. vemos, 
que la correspondencia //’* (X. D) ss (X, K I se establece así: si está 
dada la aplicación /, entonces 

í/| **/*(«)€#"(X; D). 

Demostremos el teorema 3. Si se da la operación cobomológica 9, 
entonces queda definido el elemento 9 (it) 6 //” (A.; G). Tenemos la 
correspondencia 9 9 (u). 

Sean dados el elemento 9 fu) € II f ( K ; G) y cualquier comple¬ 
jo X. Fijamos el elemento x £ H" {X; D). En virtud del teorema 2 
tenemos una aplicación /: X —*■ K, donde f*u = x. Suponemos, que 
9 (x) = 9 (/*«) = /*0 (u). El teorema 3 queda demostrado. 

teorema 4. Para cualquier grupo abeliano finitamente engendrado 
D el anillo de cohomologías Ü*{K (D, n); Q) es un álgebra antlcon- 
mutatira, engendrada par las generatrices de un espacio lineal D* — 
= Hom (D, (Q) = H n (K; D). 

demostración. El grupo D es una suma directa de los grupos cícli¬ 
cos D = 2 X ... X Z X Z m , X Z m , x ... Demostremos 
ahora para D = £ m , que //* (K (D, n); Q) = 0. q > 0. Para 
K = K ( D ; 1) esto fue establecido en el § 9, ya que 

K(D, 1 ) = 5”/2 m = L^-'(1.1), A'-*co. 

Sea que esto ya está demostrado para p < n. 

Consideremos el espacio fibrado de Serró. 


E -v K (D, n), F = K (D. n — 1), 
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ni (E) = 0. ; > 0. De la sucesión espectral en las cohomologías 
H* ( ; Q) tenemos E*<i = 0. si g > 0, 2?g.° = H * (B; 0. Por 

eso todos los d. = 0 con r > 2 y ES, •" = Eg.° — íf 5 (E\ 0 = 0. 

Por eso El 0 = H" (B) = H « ÍA (D. n)) = 0. Para D = Z m . y por 

eso para D = Z m , x . . . X tenemos H* (K (D. n ); Q) = 0 

para lodos los g >• 0. 

Sea D — E. Consideremos un espacio fibrado de Serre, supo¬ 
niendo por inducción, que el teorema esté demostrado para todos 
los p < n. Tenemos dos casos: 

a) n es par, H* (K (D. n — 1); Q) - A lun-ik 

b) n es impar, n* ( K (D, n — 1); Q) ti íu n .,J. 

Debemos deducir de esto y de lo condición H q (E\ Q) = 0 con 
q > 0, que la sucesión espectral tiene una de las dos formas siguien¬ 
tes: 


(a 



2n — 2 

u* 


U 2 P 



0 


n — 1 

u 


uv 





0 

1 


V 


rfi-0, 0 2, <*n; 

«*b (“> = «•. (e) = 0. 


Aquí se utiliza sustancialmente la multiplicación cohomológica en 
la sucesión espectral. Después el resultado necesario ya casi está 
evidente de las tablas indicadas, ya que on ambos casos tenemos 
Efi'S = 0 para todos los p, q. 
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Como D=1X ... XZ xZm.X ... xZ B|1 , el teorema 4 queda 
demostrado. 

III. Cálculo de los grupos homotópicos ix, ® 

teoremas. (Carian — Serró). Sea que un anillo de cohomologías 
de un espacio simplemente conexo (u homotópicomente simple) .Y sobre 
Q hasta la dimensión k es Isomorjo a un álgebra libre anticonmutatlva 
con generatrices libres x¡ £ II a j (X : Q), donde a¡ <. k. Entonces, son 
justas las siguientes afirmaciones: 

a) el homomorfismo de Hurewicz 

H : je, (A - ) ®Q — H, (A; Q) 

tiene un núcleo nulo para Indos los l < k — 1. 

b) la imagen H (n, (X) ® Q) tiene un producto escalar nulo con¬ 
todos los elementos x £ H* (A; 0). los que se descomponen no trivial¬ 
mente en los productos r — yz, deg y > 0. deg z > 0 

c.) el grupo Jt; (A) <8> ’L 1 es isomorfo ( conjugado) a un jactor 
H‘ (A; 0)/r. donde I' se compone exactamente de todos los elementos 
descomponibles no trivíalmenle en el producto, i < k — 1. 

demostración. En virtud del teorema 4 es jusln nuestra afirma¬ 
ción para los complejos K (O. n). y por lo lanío, para cualesquiera 
producios directos (aquí A — oo): 

K - K (O,, «,) X K («,. a,) X K («,. a,) X . . .. (*) 

a, < ct, < a, < . . . 

Demos una aplicación .Y -*■ X. donde K osla construido en for¬ 
ma (*) para un juego de los grupos abolíanos libres ü¡ de los rangos, 
iguales al número de generatrices libres x, en la dimensión a,. En 
virlud del teorema 2 lomamos una aplicación / tal. que /*: II* X 
X (/í; 4¿) —>- n* (A; E) es un isoinorfisino lias la la dimensión k. 
según condiciones del teorema. En concordancia con el procedimiento 
indicado en el § 8. transformemos la aplicación / en un espacio li¬ 
brado/: A -*■ K. In fibra /'. donde A es liomolópicamente equiva¬ 
lente a A. 

Puesto que /* es un isoinovfismo en dimensiones menor que A. 
so deduce de la sucesión espectral de este espacio fibrado inmediata¬ 
mente: //* (F; Q) — 0 en dimensiones menores, que A- — 1. Para 
A simplemente conexos os posible considerar, que ol grupo O, no- 
es abeliano libro, sino que coincido exactamente con el primor grupo 
homotópico no trivial del complejo X. Por eso /* es un ¡somorfismo 
en un grupo n 2 (A) (K). Así. tendremos n, (/•') 0, de la suce¬ 

sión exacta de espacio librado (véase i 11. parte 11. § 22). 
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lema Si las cuhonviUigías H q (/■'; g) de un espacio simplemente 
conexo /•' son triviales con i/ < k — 1, entonces rt¡ (P) ® Q — 0 
con t < /< — 1. 

demostración del lema. Por el teorema de Hucewiez ol primer 
grupo no trivial ji„, (F) es finito. Consideremos una aplicación 
(espacio fibrado) /: F -*■ K (n a , (F). 2) con fibra F a . Puesto que 
//* I K (n a , (F). 2); Q) - 0, de la sucesión espectral resulta que 
H* (F :l : C) ~ //* (F; Q). Con esto, el espacio F a ya tiene un grupo 
nulo a,, (/■’..,) —• U. ti j (/■’„) — 0. ; sj cc¡ Por inducción, reducimos 
el lema «1 teorema corriente de Hurewicz. El loma queda demos¬ 
trado. 

DEMOvrn ación del teorema de CARTAK — serbe Del loma obte¬ 
nemos. que ji| (/■') ® ii'.i — 0 pura lodos los i < t — 1. El teorema 
sobre el isomorfismo de los grupos ji, (X) ® Q « ai (K) ® Q so 
deduce ahora de la sucesión exacta «le los grupos lioinotópicos de un 
espacio librado. 

corolario i. Para cualquier grupo de Lie son no triviales los grupos 
homotiSptcos n, (fí) 0 Q sólo con i 2q — i impares, y corresponden 
exacta me n le a las generatrices libres del anillo II* (G; Q) — 
= A ten, .*i*I- 

corolario 2. Para una es/era S '* tenemos 


n = 2/.-: n„ IS") ® Q = Q, .i.,, IS"| ® iD = Q. 
n/ (ó'“) ® Q = l). i -*= n, 2 n — 1. 
n - 2Ar+ 1 : n„ (A’ » ® Q — O, 

g> C*I — 0. j efe n. 

De la demostración del corolario 2 se deduce del siguiente hecho 
(véase ol § 7): 


Í*Q /i — 2AH-1, 

//*(fl(5-)^)={ AlXB _ i)0 ^ 1Xin _ í , > 


= 2/f. 


corolario 3. Si X es un complejo (n — 1 )-conexo (o sea, n¡ (X) = 0 
pora j <. n), entonces para todos los grupos ji, (X) para q < 2n — 1, 
.tenemos el isomor/lsmo 

a-, n, (X) ® Q — II,, ( X ) ® Q. 

La demostración se reduce a! hecho de que los productos do coho- 
mologías pueden surgir sólo en la dimensión 2 n. Por oso ol anillo 
II* (X; Q) para un complejo (n — l)-conexo es siempre libre, hasta 
la dimensión 2 n — 1. 

problema 4. Calcular los grupos homotópicos de los ramos de 
esferas S k \J S* , n, (S k V S 5 ) ® Q. 

Bu todos los casos, el cálculo de los grupos n¡ (X) ® Q para los 
complejos simplemente conexos se reduce al cálculo de las homolo- 
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gias racionales II* tí2 (A); 4J). > a que estc anillo es un álgebra anti- 
connnitaliva libre, en virtud del § 7. 

coiioLAiuo 4 . Si X tiene un tipo homolópico de un H-espncio hasta 
la dimensión N. entonces ¡i* ( X: C 1 ) en un álgebra libre luista la di¬ 
mensión ,V — 1 y tiene lugar el isomorfisnto 

( I- --x,(A'l® •$•)*= 2 H'(X-,Q)IT, 

t«.\-Z «.\-l 

donde F consta de todos los elementos descomponibles en productos no 
triviales y M* es un espacio confugado a M 

IV. Aplicación a los espacios librados vectoriales. Clases 
características. 

* 

Consideremos una aplicación natural Gu.n X Gj.,v -*• 

l|l 

-t-Gh+i, tr+st' engendrada por una suma directa de los espacios 
lineales.'Aquí G h . N es una de las variedades de Grassrnann reales, 
complejas y cuaternias. Cuando .Voo. M -roo. obtendremos la 
aplicar ión 

G(, «, -< G/.oa —«■ Gh-I, ro 
o (véase [l], parlo II, §24) 

BC h x BG¡ -*■ B (G*,/), 

donde BG„ os un espacio clasificador (universal) del grupo G„ y G„ 
es uno do los grupos O (n). SO («). C (/<). Sp (/>). Ahora notemos, que, 
según los resultados 111. parlo II. $ 24, con encajes O (/<)'= O (/i J- 1). 
SO (n) <= SO (n i- 1). U («) o /.'(« + 1). Sp (/<) ■= Sp (« -I 1), el 
tipo homotópico «se estabiliza*: exactamente esto significa, que para 
cualquier complejo X de dimensión <.V hay un ¡.«amorfismo de 
clases liomotópic.as de aplicaciones I.V. IIC I 

(A, G*, * — |.V, Gii 4 i ,v|, 
donde .V ■ = k para G = O t n), SO (n). 

.V = 2 k para G — U («). SU (n ). 

A r = 4 k para G = Sp («). 

Hablando en rigor, en [11- parte II, § 24, esto fue demostrado para 
IX, GI. Puesto que n< (C) — n í+l (BG). de la igualdad n, (G,. C 2 ) = 
— 0 para un encaje (de grupo) G a cr G, so deduce 

n i*t(BG it ÍG¡) = 0 

para los mismos valores de f. Por eso el eucaje BG t -*■ BG t para los 
pares indicados (G,, G-.) estabiliza el tipo liomotópico. 
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Es posible introducir un «límite» G » — l>. SO. U , SU, Sp. 
0=lím <9 (1) <r O (2) cr ...c.O( A'jcr .... 

% — oo 

50 - lím SO (1) c: SO (2) <= ... c: 50 (.V) cr . 

A’-*oo 

6’-= lím C (1) c£’(2)c ... c= 6' (.V) <=..., 

-*oo 

SU — Jim SU (1)c: SU (2)<= ...<=SU( A')«= .. , 

5/i = lím 5/>(l)c:5/>i2) c: ... c: 5p(A')c: ... 

\-»oc 


Para los grupos í , los espacios universales /ifi v yo son //-espacios 
O», C„ —»G M (suma di recia), 

50 50 -1 50, 

550 ;■ 5SO -1 550, 

50 x BU— BU. 

BSU < BSU 4 550. 

55 p / BS/i-*-BSp, 

donde el papel de «unidad de //-espacio* ,r 0 £50 „ lo desempeña 
cualquier punió fijado (¡verifiqúese!), lis posible decir de olrn ma¬ 
nera: el HO ( n ) tiene un lipo lioinotópico de ll-espacio luista la di¬ 
mensión N - n, el 550 («). hasta X — n ; el BU (n) y el BSU (n), 
hasta la dimensión N — '¿ir, el HSp(n), hasta la dimensión .V 4n. Más 
adelante (véase § 25) so mostrará, que BU s: (O). BSp ss 
s Q (Q (Q (50))), 550 ss Q (ti (Q (Sp))). 

Conocemos los anillos //* (G, 5,) para C -= 50, O. 50, 5/?, 
véase § 7. De manera que, en virtud del teorema de Carian — Serró, 
conocemos los grupos n, (G) ® í. , véase el corolario 1 más arriba. 
Do este modo, los grupos (5G) ® « n, (G) ® (Q son también 

conocidos para nosotros. Al mismo tiempo, la liase de los espacios 
conjugados (¡o, (5G) ® Q)* hasta la dimensión X, coincido con la 
base multiplicativa del anillo ti* iBC ; í) hasta la dimensión A' 
(véase más arriba), ya que 5G tiene un tipo homotópico de //-espacio 
en estas dimensiones. 

Además, los anillos II * (5G; Jí) siempre y en todas las dimen¬ 
siones son álgebras anticoninutativas libres, incluso si SG no es un 
//-espacio. Esto se deduce del siguiente problema (teorema de Bocel): 



125 


§ 10, Cálculo de grupos homoíópicos 

problema 5 Sea dado un espacio fibrado de Serró E —*■ B . la 

p 

fibra F = Q (B). donde E es contraetable y B es simplemente cone¬ 
xo. Si H* (F\ Q) es un álgebra exterior, entonces ( B ; ©) es 
un algebra de polinomios. Para el caso H* (F; Q) — A 1*1 este 
teorema fue demostrado más arriba. Demostrar, al principio, este 
hecho para H* (F; ©) = A l*i» **1. después para A 
etc. 

Para los grupos G tenemos: 

H*(BSO(2ky, Q) = Qlp,. Pm-u Xl. deg/>, = 4i, 

deg x — 2fc, 

Pk — x a ; 

tf*(fiS0(2*+l);©)-=©[Pi. .... p*l. deg p¡ =»4i; 

H* (BU ( le); Q) - í, [e„ .... e»l, deg c, --= 2i; 

//* (BSU (*); Q)=Q [ex.c»l, deg c, « 2i; 

(B5p (A); Q) — Q IVi.Ya. dog y» = 4i. 

Con esto, de uno construcción explícita de clases características do 
Chern c, (y la construcción explícita de todas las demás clases que 
do ella se deduce, véase el § 9) sabemos, que las clases c„ •/, p,. y, 
tienen coeficientes enteros, es decir, pertenecen o una imagen 
//* ( BG; Z) -*• //* (BG; ©). Siguiendo el análogo homotópico do la 
técnica ordinaria de la teoría de grupos de Lio, ligada a un subgrupo 
de Curtan (maximal conmutativa), consideremos también el caso 
i 

de toro maximal T“ cr G: 

7* c: SO (2A), 

SO(2k -4-11. 

Pcf/I*), 

T"-' ¿ SU (A), 

r u <~Sp(k). 

Para G„ — T" tenemos. según los resultados del {i 7 (más arriba): 

BG. - BT n -- CP” ... X i'/*” y H*(BT n ; Q) 

—QIC..«„1. t^miBT": T). 

iihiw.ma >•. Demostrar que la aplicación 
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no licuó núcleo (lioniomorfisino) y la imagen lm i* se compone exac¬ 
tamente <lo polinomios Invariantes respecto al grupo do Weyl. Para 
V (n) el grupo de Woyl se compone de' lodos las permutaciones do 
las generatrices í,. Para SO (2 n) el grupo de Weyl también contiene 
reflexiones de los pares (l¡. t¡) —*• (—/,. — 1¡). Para SO (2 n -f 1) el 
grupo de Weyl contiene también todas las reflexiones t, ► t¡. 

Para Sp (n) el grupo de Weyl es el mismo que para SO (2n f 1). 

Así. la imagen lm í* (//* (BG; Q» <r II* <BT“; Q) es de la 
forma: 

») so (2*). i* <p«) - S l*. ... ti. i * (■/,,) = 

", 

b; SO(2k +1). !*(/>,)= S ¡i. ■■■tu 

C) U (k), l,.< Cir — X‘. 

h< * t, 

d) Sp(k), I* (y¡) «= 2 

Comparar < stas fórmulas con 111. parle II. $ 2b, donde se escogió 
la base de los «polinomios de Newlon»; 2 l T= c m - 

problema Deducir las fórmulas de la relación entre las clases 
e, y c m . 31 alI nr las fórmulas para las clases p¡ (r|) para hacer real un 
¿/-espacio fibrado £ mediante ias clases r, (|). 

PROB1.EMA b Deducir los hechos indicados sobre las cohomologías 
II* (BG; Q) do las sucesiones espectrales, escogiendo los espacios 
fibrndos necesarios. 

problema 9 Demostrar, que para un complejo X de dimensión 
<A', las clases homotópicas de las aplicaciones IX. BG„ J. o las cla¬ 
ses de equivalencia de los espacios fibrados vectoriales «estables» 
con fibra ÜP\ ( n . H“ (los H son cuaternlos), forman grupos abo¬ 
líanos. puesto que BG es un /¿-espacio (A' — n para O. SO; A = 2 n 
para ü. SU; N = 4n paro Sp). La adición de las aplicaciones 
X -*■ BG se engendra mediante la multiplicación t|> en BG (o mediante 
la suma directa de espacios fibrados. véase más arriba). 

Demostrar las igualdades 

IX. BG n 1 ® ©«Hom (II* (BG„; Q). H* (X; Q)) 

(se tienen en cuenta los homomorfisinos de los anillos) o. lo que es 
lo mismo: en un grupo \X. BG n 1 los espacios fibrados vectoriales son 
definidos completamente por las clases características, con exactitud 
hasta Jos elementes de orden finito. 

La suma directa de espacios fibrados so define por el encaje de 
bloque (analógicamente pora O, SO, SU. Sp): 

U ( m) x U (n) c ü (ia + n). 
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Con esto los toros maximales se multiplican directamente. Los juegos 
de las generatrices íL .... t' m g H~ (BT*-, Q) para U (ni) y l\, ... 
.... íñ 6 H 2 (h T \; Q) para U (n) forman un juego de generatrices 
. . .. í m+n 6 fP (BT m ‘ n ; Q) para el grupo U (m + n ). Aquí. 
ti = t para 1 < i íj m y t l+m - t) para 1 / sj n. 

Descomponiendo un polinomio simétrico elemental c¡ (/,, . . . 

• ■ ¿n+m) mediante Cj (<,'..... t'm) = ej y c 9 = c q (l\ .O 

obtenemos las fórmulas de adición, indicadas en el § 9 sin demostra¬ 
ción: 

C ,= £ CjC '„. 

i*v= i 

0, para la magnitud c(z) = ¿£ c,z\ c'(z) = 2 c¡z’, c" (z) ■= 

c 0 = 1, tenemos: 

c(z)=’c'(z)c"(z). (1> 

Ahora consideremos el «carácter de Chern* (G — O (»)): 

ch6=Sexp„ fl ,= S (S ^)- 

1=1 (-1 m -0 

Para la suma £ © t¡ tenemos 

cli (£ + »)) = ch £ + ch (2) 

problema io. Deducir formalmente (2) de (1) y viceversa, sin 
recurrir a las generatrices t, en un loro maximal. 

El producto tensorinl de espacios fibrados i 0 q se determina 
mediante el encaje (análogamente que para O. SO) 

U (m) X U (n) — U (mn). 

Con esto, los toros maximaies están relacionados de una forma más 
compleja: se tiene una aplicación do toros 

*P 

pin y y" pmn 

BT- x BT Z. BT" 

tal, que 

<r* <««)- *5+‘i- (3) 

donde 

t/i, £ H' ¿ {B7""‘; Q>, H*(BT; Q), 
f h SH*(BT*\ Q). 

La íórmula (3) se deduce inmediatamente de la fórmula explícita 
para la aplicación q en las matrices diagonales (¡verifiqúese!). 
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De la fórmula (3) se deduce que 

ch (S ® ti) = ch s ch i|, (4) 

por cuan lo 

■cli | cli i'j = (¿ explzfí)) (^oxp (zíjl) = 

= 2 exp.IztlH-íj)) =<!•* (Sexp (3t„J , 

Para los li-píu ios proyeclivos complejos CP" leñemos (véase el pro¬ 
blema en 111. parte 11. § 24) 

t (CP") ® 1 = ij © ... © n (" + 1 sumandos). (5) 

donde c, (q) = t t 11" (CP"; 2). t (> P"). es un espacio flbrado 

tangente. De la fórmula (5) junto con (1) obtenemos 

c(z)=(l -|-*<)"+* = l+e,s + ...+e n z", 

P(í) - < 1 - r l <T“ - 1 + P,=* J - - • • + Pk^ + • • • (»>) 

Aquí J t — ... = /„ +1 s= t para un espacio librado t © 1 

y p¡ (i) ^ (—l)'c„ (t © x); por definición de clases p, (v) = 

= (—1)‘ c„ (ey); pero para y = rjj tenemos ry = erg = | © 1 

(véaso 111. parle 11. í 24). Como c, (|) -» (—1)' C| (g). obtenemos: 

Pi fa) *= — «a (n © íi) = <’• Pt (>i) = °< i > 1. 

De aquí se deduce que 

Pi (t)-( —1)' Cí,(x®T) t 

(1 + S p, (x) 2 *') = (1 - zV)-* = P (CP"). (7) 

problema ii. Hallar el carácter de Chora de los grados simétricos 
5*6 y de los grados oxteriores A‘g del £ r -espac-io fibrado g. 

problema i 2 . Hallar las clases y el carácter de Chern para los 
productos directos CP"' ® ... ® CP n * 

problema i3. Examinar la clase c, para variedades X¡¡'', dadas 
en CP" por una ecuación algebraica (no singular) de grado k. De¬ 
mostrar que la condición c, = 0 os equivalente a k = n ■+■ 1. 

problema i*. Hallar la característica de Euler X (X¡¡ -1 ) y el 
número [c'i -1 , lX¡¡~'l). 

problema i5. Investigar los casos k = 4, k — 3. Hallar las ho¬ 
mologías X‘. 

problema io. Demostrar que las hipersuperficios dadas por la 
ecuación no singular en CP", son simplemente conexas. 
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V. Clasificación de las operaciones de Stecnrod en las di¬ 
mensiones pequeñas 

Trataremos de mostrar un método de cálculo de los grupos 
homotópicos de esferas, basado en el hecho de la existencia de la 
sucesión espectral con sus propiedades formales (véase el teorema de 
Leray). la existencia y las propiedades formales de las operaciones de 
Steenrod Sg l y St¿, y también de los complejos de Eulenborg — 
MacLane K (ji, n) para n — Z, Z¡,n (y de este modo para todos 
los grupos abolíanos con un número finito de generatrices). Para esto 
es necesario calcular, al principio, todas las operaciones cohomoló- 
gicas de mod p. Construimos un complejo K = K (n, n) para cual¬ 
quier grupo abeliano, según el siguiente esquema: 

a) se tiene sólo una célula K (n. n); 

b) no hay células de dimensión i, donde 1 ^ n — 1; 

c) las células o'j están en correspondencia biunívoen con las ge¬ 
neratrices ijfa; 

d) las células se pegan al armazón K” ya construido con¬ 

forme a las relaciones y ft entre las generatrices x¡ de un grupo n, 

tf B * , = (pa: + ‘) U K\ 

Y»= (]£ = 0. son números enteros}, y* : d<jJ +l -*■ K". Para 

el armazón K n +' obtenemos 

n J (fC n * , ) = 0, /<n, 

*»(*"♦*) = *. 

Escogemos aiguua base de las generatrices ci/6n nt , Xfí"* 1 ) y 
hagamos pegadura de célula (véase el §4) 

(U a? +2 ) 

i a, 

a ¡: do"**-*• K*+ l . 

Obtendremos un armazón /í n * , , De los teoremas generales de la 
aproximación celular tenemos, según el § 4: 

n,(K n +*) — n,(K n * 1 ), j < n, 

0 = ji„ + ,(A'"* 2 )--=n n+1 (A:"*')/(o.. «i, •••)• 

Iterando esta construcción, «matamos» los grupos "«+» (*■»•). 
pasando a K nt3 , después matamos n,„ (K"**), pasando a K n " i , 
etc. En el límite n -f- g —>- co obtendremos un complejo celular in¬ 
finito K (ji, ri). 


8-01126 
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Pero la misma construcción K (n, n) no nos importa, lo impor¬ 
tante, es que esto complejo existe. Sabemos lo siguiente: 

a) K(Z, 2) = CP-, H* (CP“,Z p )=Z p [í), te /P(CP“;Zp) para to¬ 
dos los p > 2. 

b) K (Zj,*, l)=S~/Z p „ = lím Z$ +l (1,1.1). 

Tenemos el espacio librado (véase el § 4) 

l!? +, ( 1. i, .... (»> 

p P 

que se obtiene de un espacio librado generalizado de Hopí (111. 
parle II, § 2) 

5í.v+il > cP v 

V 

mediante lactorización de la esfera S --•= {z 0 . . . •• 2 n; i l z il a = , 

= 1} por un grupo Z v h\ (z 0 .**-)•♦ (exp V¿nil¡r\z„. . . . 

. . ., exp \2ni/p l '¡ z N ). Calculando las cohomologías de un espacio 
librado (8) de la sucesión espectral sobre Z. tenemos 



0 1 2 3 4 


Por eso 

i/»(K; Z)-Z p *, í-1. 2, 3, .. 

//«♦•(K; Z)=0, <? >0. 

Tenemos sobre un campo Z p : 

d 2 u- 0, «V- 0. E?-*=E™=E™ 

Tenemos: 

H*(K(Z f H 1). Z p )= A[Ml®Z p lPl. 

un álgebra libre (puesto que el álgebra adjunta EZ, es libre, entonces 
la propia H* (K. Z p ) es libre). Según la información sobre las coho- 
mologías con coeficientes enteros, tenemos en H* (K; Z p ): 

6|(iuA) = 0, j<h, S,(i/‘) = 0 (para todos los o). 
b h u = v, 6 h (uv*) = v**' 
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A propósito, notemos la propiedad 

8„ <uv) = (6 h u) v ± u (6 h v), 

si ambos Ó* (u), 6 h (v) están determinados. Esta propiedad se deduce- 
inmediatamente de la definición de 6 h mediante un operador de- 
frontera sobre las cocadenas con coeficientes enteros. 

problema 17 . Utilizando la información arriba mencionada de¬ 
mostrar, que H* ( K (Z p \ n), Z e ) =2 0 , p y q son primos entre sí. 

En una sucesión espectral de cualquier espacio fibrado con la, 
base simplemente conexa (véase el § 8) en las cohomologías, tenemos- 

Ei- 0 = ín (B), E\- q = H « (F). 

Tenemos las aplicaciones p: E ->■ B, l: F E, 

p* : H q (fi)->-F* (E, F) es una “proyección", 
i *: íT 1 (E) H q (F) es una “restricción". 


Es posible definir una aplicación multiforme: la transgresión 
H « (F) => A* JZÜÍI'H fíi» (B), 

(¡onde 

6:W(F) — H q *'(E, F) y A q = &-' (p*tf’+* (6) fl Imó) 


es el dominio do definición de un liomomorfismo multiforme, no- 
definido por doquier. Es evidente, que A q ro Ira i* y, con esto, 
* (Ira i*) = 0. La definición de transgresión mediante diferencíales 
d, es la siguiente: 

A q - n Ker d, - B¡¡f t <= H q (F), 

rsiq 

x — dqt, en el grupo A q . 

Puesto que todas las operaciones Sq l , St¿, Ó, ó(, conmutan con las- 
aplicaciones continuas p*0 «= 0p*. y también con el homomorfismo- 
5: H q (F) —*■ H q+1 (E. F) en las Z p -cohomologías. tenemos quo 
todas las operaciones estables Ó. Ó*, Sq\ Slj, conmutan con la trans¬ 
gresión T0 = 0 t. Esto significa, que para los elementos x 6 A q , 
donde está definida la transgresión (para los elementos «transgresi- 
vos»),sus imágenes se encuentran también en el dominio de definición 
de la transgresión (son «transgresivos»), y con esto es justa la igual¬ 
dad: 


0t = t 0, 0=6, ó,.,, Sq*. St 


(»> 


Calculemos ahora algunas cohomologías «establesiTde los comple¬ 
jos K (Z, n) y K (Z p i>, n). 
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El caso K = K (Z, re), p = 2. Para re — 1. 2 es conocida la 
respuesta, H* (K (2. 2); 2,) = 2, tul. deg u = 2. Consideremos 
una sucesión espectral del espacio íibrado E — K (Z, 3)» F — 

— Q (B) = K (2, 2). En el término É?.’ tenemos E?." = 
= H* ( F\ Zj) sabemos, que un elemento u ¿ H 3 (F; 2,) es trans- 
gresivo por causas triviales y, al mismo tiempo, t (u) = d 3 («) = 

— v £ H 3 (fi; 2j) = Z 2 . En virtud de las propiedades de las ope¬ 
raciones Sq { (véase el punto I de este parágrafo y las propiedades do 
la transgresión) los elementos Sq 3 (u) = re*. Sq*Sq" (u) = (u s ) 1 = u‘ 
son transgroslvos, y con esto 

t (u')*=Sq*(v)íH'(B-, Zj), 

T (re fc ) = ó 1 ?'- (o) £// 3 (B, 2 2 ) (10) 


Se deduce inmediatamente de aquí, que el álgebra H * (8; Z 2 1 tiene 
forma de un álgebra de polinomios de las generatrices t (u»‘): 

//* (S; ZJ-Zjlu, .| 

6, = B = K (Z, 3), ó*u = 0, SqV-u». 

Ahora pasemos a los siguientes espacios librados: 

E — B n , F = K (Z, re - 1), B n = K (2, re). 

Al pasar de F = K (2. 3) a ü = = K (Z. 4) obtendremos por 

analogía, los viojos elementos transgresivos en E° t * q ** //* ¿ t ): 

re, Sq*u . Sq*'Sq *'- 1 ...Sq*V, 

y también los nuevos, logrados mediante la potenciación de forma 
2 1 : v* — S(?v. u 4 = StfSifv. . .. Iterando este procedimiento obten¬ 
dremos las primeras cohomologías H n '‘‘ (K (Z, re); Z a ) para q < n 
(las generatrices están indicadas) 


s —0 

1 

2 

3 

4 

u 

0 

S«*u 


Sq'u 

q = 5 

c 

7 

8 

9 

Sq‘u 

Sq’u 

Sq : u 


Sq*u 

Sq^Sq^u 

Sq‘Sq-a 

Sq l Sq 7 u 

SfSq 1 u 

Sq»Sq*u 
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Para K = K (Z 2 , rí) el razonamiento es completamente análogo, 
pero comienza con el espacio fibrado 

E —f D = K <Z t . 2 ).F=K (Z 2 , 1) - 

Aquí son transgresivos los elementos 

u£H l (F\ £ 2 ), Sq'u=6 t u=u t . 

Sq* Sq'u = (u 2 ) 2 ..5 9 2 * 5 9 2 ‘"‘ ... S? 2 5q‘u = ((u 2 ) 2 .. .) 2 . 


Iterando este razonamiento obtendremos una tabla de los grupos 
«estables» fl ntq (K (Z t , «); Z 2 ), q<n 


D 

1 0 

i 

2 

3 

4 

5 

6 







Sq , u 

Sq'u 


u 




Sq'Sq'u 

Sq*Sq'u 

Sq'Sq'u 

Sq*Sq*u 


Observación En los cálculos sucesivos utilizaremos sólo los 
grupos H n ’ q (K\ Z,) con pequeños q < 7, por eso no necesitamos 
las demostraciones de los detalles de las afirmaciones efectuadas; 
para pequeños q <7 todas estas afirmaciones se verifican por una 
consideración elemental de las sucesiones espectrales (véase más 
arriba). 

También indiquemos H"' q (K (Z 2Í1 , «); Z s ), q < n: 


, = 0 

i 

o 

3 

4 

U 

Ó A U 


¡ 

Sq*u 




Sq'6 h u 



No efectuamos el análisis completo del caso análogo K = Jí (Z p A, n ) 
y de las cohomologias H* (K; Z p ). Las soluciones son las siguientes: 
Para K = K (£, n) tenemos ¿T 1 ’® (AT; Z p ), q <. n 


?=o 

t 

2 


2p—2 

2p-t 

U 

0 

0 

0 

1 

Sípu 

6 m $tpu 
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Para K = K (Z/, ra) leñemos H(K; Z p ), q < n 


9 = 0' 

t 

2 


2p — 2 

2p —1 

u 

éj,u 

0 

0 1 

Stpu 

ñ.sipu 

SlpS ,,u 


{para h = 1 tenemos 6, = ó*). 

Asi vemos, que todas las operaciones cohomológicas «estables» 
6 en dimensiones indicadas se reducen a la iteración de cuadrados 
y grados Sq *, Stj,, ó,, donde 

d:IT(K, L;Z P )-*H"^(K, L\ Z p ),) 

y conmutan con un Uomomorl'ismo de cofrontera. En cuanto a las 
operaciones estables de forma 

0 : H n (K, L-, Z)-+/r+*(K, L; Z p ), 

0 :#"<*, L ; Z p h) — L\ Z p ), 

todas ellas se reducen a las operaciones Sí*,, Sq*, ó, (después de la 
reducción según el módulo p) y. además, a las operaciones de la 
misma forma efectuadas con ol olcmonto 8 h u. 

La operación establo 0: ir (X; Z p ) ir-i ( X ; Z p ) tiene, 
como se dice, una «dimensión» q: 

deg 0 = ?. 

Todas las operaciones establos forman un «álgebra de Steenrod» 
graduada A p 

A p ~A~ S A « 

«-o 

-donde A° son escalares y A* se compone de todas las operaciones do 
grado q. 

De nuestros resultados (véanse las tablas más arriba) obtenemos 
una base de las álgebras A p =* A en las dimensiones pequeñas <¡¡ 


0 


9“0 

1 , 

2 . 

3 

4 

5 

6 

7 




Sq 3 

59* 

Sq* 


Sq 1 

1 







Sq>Sq' 




Sq'Sq 1 

Ss»5j‘ 

Sq'Sq' 


Sq'Sq' 

Sq i Sq t Sq 
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P>2 


9 = 0 

1 : 

2 ¡ 

... 

2p—2 

2p— 1 

I 

ó. 

0 

I 

0 ! 

5/p 

Ó.St¡, 

Stpá* 


Prestemos, atención a un corolario curioso de los resultados obte¬ 
nidos, esencial para p = 2: 1a base de operaciones es menor que 
todos los posibles productos (superposiciones) de operaciones de 
Steenrod Sq 1 i, Sq 1 * . . Sq'*. Esto significa que hay relaciones no 
triviales entre los productos de las operaciones Sg\ La idea del 
hallazgo de estas relaciones es la siguiente: consideremos los pro¬ 
ductos RPj° X ... X RP” y un elemento 

«=1, ... Í,6/T(BA»r X ...xR^í Z,). 

0^í,e^'(R/T. Z 2 1=Z 2 . 


Para el elemento t¡ tenemos Sq'l, — /?, Sq°li = t¡, Sq , t¡ ■= 0 para 
/ tí 0, 1. De aquí se deduce que cualquier operación de forma 
Sq 1 ' . . . Sq ** ( u ) puedo ser calculada, partiendo sólo de las pro¬ 
piedades formales de las operaciones de Steenrod Sq 1 ( xy) = 
- 2 s< ¡ ¡ ^ Sr f to)- A1 mismo tiempo resultará, quo todas las 

j+a-i 

operaciones básicas 0 t (£»• «): Z s ). paro q < n, actúan 

no trivialmente en oí elemento u: 0 ( u) =¿= 0, si 0 0. 

Comprobamos esto directamente para q ^ 9: 


?=t: Sq'u= (2 ( *l) “i 
q = 2: Sg 2 u= u; 

9=3: Sq , uc= ^ 2 “1 

Sq 2 Sq'u = ^2 tj) t(t/J u = O, 0 2 u. 
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(Sea a,— 2 l,, ... t, un polinomio simétrico elemental.) 

i. ..<1, 

q = 4: ^«=(^2 ht,t k t^u o 4 u 

Si / 3 Sq'u — o 3 <j,u; 

5 = 5: Sq l u--O^u . Sq* Sq'u = o i O i u; 

5 = 6: Sq’u = o 6 u, Sq 3 Sq'u = o 5 o,u, 

55 j u=0 4 0 2 u; ( 11 ) 

5 = 7: 55 7 u = o 7 u, .S' 5 6 Sq'u = a„a,u; 

Sg t Sq z u = u s o 2 u Sq i Sq- Sq'u — o 4 o 2 o,u; 

5 = 8: Sq*u = Os'/. Sq 1 Sq'u^a^fU, 

Sq* Sq z u = o 6 o 2 u; .S'5 5 S5 2 S5*u = a¡,<j 2 o,u. 

Como se ve de la tabla presentada todas las operaciones básicas 
0 £ A q = con 5^8 actúan independiente y linealmente en un 
elemento k: 

0 (u) = 0 - 0 = 0 

Vemos, que para una baso en el álgebra de Steenrod A = A a son 
suficientes los productos de forma 

Sq'k...Sq- (12) 

donde i* Ja 2 i»_ ( , i»., ^ 2 i .... t 2 J* 2 i,. 

Todos los productos de forma (12) son independientes lincalmente 
y dan una base aditiva completa on el álgebra A,. 

Vamos o buscar las relaciones de forma 

Sq' Sq>-^X- ai Sq‘Sq\ 
donde a Ja 26. 0 <í< 2 /\ 

problema 18 . Hallar los coeficientes Xj¡¿ para todos los 5 . 
Para 5 ^ 8 , mediante cálculo directo de la tabla (11) obtenemos 
X¿-.í = 6 £ÍCj:f_,(esto siempre es justo). Así. tenemos la tabla de 
relaciones 

Sq'Sq' =6J = 0. 

Sq' Sq- = Sq 3 , 

Sq' Sf = 0 Sg'Sq 2 * = Sq M *‘ 

Sq* Sq- = Sq 3 Sq'. Sq 2 Sq* = Sq 5 Sq' 

Sq*Sg 3 = Sq i Sq' 


(13) 
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VI. Cálculo de los primeros" grupos homotópicos estables no 
triviales de esferas. / 

Consideremos la aplicación S " K (Z. n) — K. Transforme¬ 

mos esta aplicación en un espacio fibrado, sin cambiar los tipos ho¬ 
motópicos; 8quí /* es un isomorfismo entre H" ( S"\ Z) y 
ü* (K (Z, n)\ Z) = Z. Para la fibra F = P¡ obtenemos de la suce¬ 
sión exacta: n t (/•’) =0. i ^ n, n¡ ( F) = n¡ (5"), i > n -f 1. En 
la dimensión n -f- q < 2n la sucesión espectral del espacio fibrado- 
se reduce a la sucesión exacta (r es una transgresión) 

0 -» H”*HF)?->- (K\ Zp)"—0, si g>0, 

puesto que 2 W = + Ez" para p + g< 2n y (S n ) = 

o+g=m 

=.0, cuando <7>0, //’• (5") «= H n (K). 

/• 

Así tenemos: 

<1> 0 

H' , -> I ¡(F-, Z,,) ¿ H"+ V + , (K\ Z„). 
donde xSg l = Sg‘r. 

i6^=6 h x, TSíp=¿’t{,x. H ¡ (F\ Z,.)«=0, ¡ < n. 

De la labia de grupos H n *''(K\ Z p ) se deduce el resultado para 
#"*’(/?; Z p ): 



7 = 0 

1 


2p-3 

Zp —2 

0 

0 

0 

V 

6.v 


conclusión. Para todos los p > 2 en los grupos n„,, (F) = 
= Ji n . 9 ( S n ) con 0 -< g <2p — 3 < n no hay p-componenles no 
triviales; el grupo 

3 (!■) = * 58*,-3 (SI ^ 0 , 

ya que ó*t>^= 0; en la dimensión 2 p — 3 tenemos 

u\:Up - 3 (>'; z) = z p = (S"). 




138 


Cap. 1. Recofas del cálculo de homologías 


Para p = 2 este razonamiento actúa de la misma manera, con 
esto, 6, = Sq 1 (2 p — 3 = 1 para p = 2): 

*&,<£") =Z t -«.e l (5"), *<„«!>, =0, p > 2. 

Obtenemos cohomologías /T* (E; Z 2 ) junto con la acción de opera 
ciones de Steenrod: 


p =2 


//**» (F; («• (.„ n); 2,) = /ls« 


í= 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


0 

.Yf»e I 

w 

S 9 >u,= 

1 

Sq*iv 



Sq'v =0 

= Sj , 5j , i< 

Sq*u> 

Sq'v 


Aquí T (u) = Sg’iz, t (w) = Sq'u. En virtud de la relación SipSq* — 
= Sq 3 Sq' tenemos junto con la condición Sq'u = 0; 

5g*u = 0. (15) 

■Como Sq 3 Sq* = StfSq 1 4- Stf, es justa la correlación 

Sq 3 u> = Sq'u. (16) 

De la igualdad Sq 1 Sq* = Sq 1 + Sq'Sq 1 .se deduce que 

Sq'u.-*- Sq 2 Sq'v (17) 

Pasamos al siguiente paso. Consideremos una aplicación (espacio 
fi brado) 

F, = F-^.K(Z 2 . n + i), 

<tonde/*:« n+l (í')jt nM (/f (Zj. n+1)) es un isomorfismo. Obtenemos 
n ; (P 2 )=0, j <n+l, 

*iW-*jW-*i(n />»+i 

En el caso estable es cómodo representar como una sucesión exacta 
la sucesión espectral y la transgresión x 

J+fr+i+i ( F . (f 2 ; Zj), 
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además, i* y * conmutan con las operaciones de Steenrod, A q = 
= n + 1); Z 2 ). Con la aplicación f* la clase funda¬ 

mental uQH n * l {K(Z 2 , n + 1), Z 2 ) pasa a v, 

/*(«) = «» 

Por eso la imagen f*A se compone de las operaciones de Steenrod 
empleadas para un elemento v 

/* A « = A q ( v) 

Junto con la tabla de H* ( F; Z 2 ) (véase más arriba) obtenemos la 
tabla de homologías H* (F t ; Z,) 


« = 1 

2 

3 

i 

5 

6 


X 

w 

|5?‘* 

Sq l u> = 0 
Sq*x — ÓjU» 

5«»a=.0 

SqC 

S?‘x 


Aquí w — ¿*(u>), y x = f 1 (Sq*u), ya que teníamos Sq 2 v=>0 
y v = /* (u). entonces /* (Sg’ti) = 0. Por eso Sg’tí = T (x). x 6 
6 IT" 2 (/'",; Z 2 ). Por consiguiente Sq 2 (5? 2 n) = SifSq'-u =£ 0. Por 
oso 

/* (Sgí .?$*«) = t (.Sg*x). Sj** € ^’ ,t4 (**: Z.) 

La rolación Sq l u> = 0 apareció on la tabla (18) como resultado de 
correlación Sg'u> = Sq'Sq'v en la tabla (14), puesto que Sq 2 Sq'i? = 
- /* (SfSfu). 

Sean: a = Sq 2 Sq'v = Sq'w - ó,u>; b Sg 1 * = T~' (Sq 2 Sq 2 u) « 
» T- J 5g l ( Sq 2 Sq l u ). Tiene lugar la siguiente afirmación general: 

LEMA 2. Si a=mf* (á) = 6 h w y b = x'‘8 h (a), entonces los elemen¬ 
tos b. w = l*w en H*(F Z , Z 2 ) son tales, que ó = ó (1+ ,«'. 

La demostración del lema se deduce de las propiedades elemen¬ 
tales de un homomorfismo de cofrontera en un complejo de cadenas 
C* (A; Z). Los detalles se los dejamos al lector. 

Basándonos en el lema 2, obtenemos: 5g , =ó. = Ó„ a = Sq'w, 
b = Sq 2 x, Sg 2 x = ó 2 S. Por eso, en particular, tenemos Sq 3 x = 
= 6 *ó 2 u> m 0. 

conclusión. Como Sq'x—b j* «j^O. obtenemos el resultado (n n <- 2 X 

x (*■*) = #»« (/y. Z)): 

* . , , (S"> - (5") = (Pf) = 
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Ahora pasemos al tercer paso. Consideremos una aplicación (el 
espacio fibrado) 

h\—- K (Z 2 - n + 2), fibra F¡. 

La aplicación /, | (F¡) es un isomorfismo. Para F 3 , de I» 

sucesión exacta de los grupos liomotópicos; se deduce: 

nj(FJ=0, ;<n+ 2, 

^i(^s) = = n t( F t) , = ’ l i( s ") l n +3. 

En oí caso estable q < n la sucesión espectral otra vez se reducirá a 1» 
exacta 

íf ntQ (P 2 i Z 2 ) IT'HF,-, Z 2 ) A--> //«*♦* (A* 2 ; Z 2 ) , 

donde A«"* = (K (2,. n ■+• 2); ¿*). 

Por definición, x — /* (u), donde u es una clase fundamental en 
las cohomologías H"’* (K (Z 2 . n -(- 2); Z,). Por consiguiente, 
obtenemos 

/* (A»-') - A’-' (x). 

Para las cohomologías JF““‘(F Í \ Zj obtenemos la tabla 


7“ 

' 2 

3 i 

1 4 

5 


0 | 

w j 

ójie 

Sq*w 


Aqui w*ai*w y ó 3 w = tr'ójté según el lema 2 (véase-más arriba). 
deducción. El grupo 

(s n ) -n¡9i (>’») = (í>; z)-z». 

puesto que ó 3 ui=ytO. Como «'„+* (S") = Z 3 , ji¡,+ 3 (5 n ) = 0 para p>3, 
obtenemos definitivamente el siguiente teorema 

teorema e. Los grupos homotópicos estables n„,, (S n ), para, q < 
< n — 1, tienen los siguientes valores (para q 2 véase también 11). 
parte Ií. § 23): 

n„ (S n ) — 2 , j, n+ 1 (S") = Z 2 , R B . 2 ( 5 ") = Z 2 . n „. 3 ( 5 ") = Z 24 . 

problema 19 Calcular los grupos ji„», (S“) paro q < 9. Si 
9 > 10 surgen dificultades más serias. La superación de estas difi¬ 
cultades cuesta mucho trabajo. Esto permite calcular todos los gru¬ 
pos n n ,„ (S n ) para q :g¡ 30 (aproximadamente). Pero es dudoso, que 
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sea posible una solución general aceptable para todos los q. aunque 
actualmente es probable hallar en la bibliografía especializada mucha 
información valiosa sobre grupos homotópicos superiores. 

VII. Clases homotópicas estables de las aplicaciones de com¬ 
plejos celulares. 

Con frecuencia surge la siguiente situación: se ha dado un com¬ 
plejo {n — l)-conexo celular K. Sea que el complejo K no tiene 
células de dimensiones — 1; se dice, que hay que cal¬ 

cular clases homotópicas estables de aplicaciones del complejo X 
«n K, si dim X < 2n — i. 

He aquí otra cuestión: examinar el obstáculo a. (J) P ara 1® pro¬ 
longación de la aplicación /: XK sobre un armazón (n + q + 

l)-dimensional con q <C n — 2. Ya hemos visto, que para los 

p 

espacios fibrados E B. donde la fibra F y la base B son (ra — 1)- 
-conexas, la sucesión espectral en las homologías hasta la dimensión 
2 n — 2 se reduce a la exacta 

H * ( E ) ^*H*(F)^*H* ( B ) Ü H* ( E). 

Vemos que la complejidad de la teoría de homologías del pro¬ 
ducto oblicuo en las dimensiones «estables» es la misma, que para 
ios grupos de homotopías. Se puede decir, que en las dimensiones 

k ¡sj 2n —2 la teoría de homologías del espacio librado E —B 
es ia misma que la del par (E. F), además. B — E/F. porque las 
células no triviales en E. que no se encuentran en £ o en F, pueden 
aparecer por primera vez en la dimensión 2n (producto de células 
de base y de fibra). Así. todo se simplifica en las dimensiones esta¬ 
bles. 

lema a. Las clases homotópicas estables de aplicaciones forman 
un grupo abeliano [Y. K\. 

demostración. Consideremos dos aplicaciones /, g 

/: X -*■ K, g: X —r K. 
y el producto directo de las mismas 

/ X g: X K X K, 

dondo 1/ X g] (x) — (/ (*). g (x)). 

El complejo K X K es (n — l)-conexo; no tiene células do di¬ 
mensiones 1 ^ i ^ n — 1 y la imagen (f X g) (X) se encuentra en 
el armazón de dimensión k ^ dim X, con aplicación celular. Cuando 
k ^ 2n — 2. la imagen (/ X g) (X) pasa a pertenecer al ramo 
K V X cr K X K porque las células «sobrantes» en K X K, que 
no se encuentran en K \j K, aparecen en la dimensión 2n. Esto 
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se relaciona a la imagen en K X K de cualquiera homotopia de apli¬ 
caciones: ésta se encuentra en K \J K. Se tiene la evidente aplica¬ 
ción de «pliegue» 

y. : A' V K-+ K. 

idéntica en cada sumando. 

Definimos la suma de clases homotópicas 

/. <? € IX, Al. / + e = x (/ x g). 

considerando / y g como clases celulares y la dim X ^ 2n — 2. Las 
propiedades de grupo y la conmutatividad de esta operación son 
obvias (verifiqúense). 

lema s. Sean dados la aplicación estable/: A'"*’ K y el obstácu¬ 
lo para prolongar la aplicación a (J) g C'"' 1 * 1 (X n4, *' , , 3\„, q (X)> 
(véase el § 9) sobre el armazón X’ 14 ** 1 . Entonces, el obstáculo a (/> 
depende aditivamente del elemento ] f IX, A’l y a (A/) = Act (/). 

demostración. El obstáculo a (/) tiene significado en o'”'" 1 , 
definido mediante la aplicación 

dcj"**"~S n ~>-+K. 

Al sumar las aplicaciones / ■+• g = x (J X g). las clases homotópicas 
de aplicaciones da"'* ,, ‘ -*■ K. engendradas por 1 y g, también se 
suman, por dofinición de adición. eD grupos n¡ (aquí, en situación 
estable, no es necesario inquietarse por un punto inicial y por la 
acción de rti). 

2» — i 

Ya hemos construido la aplicación /: K K(D¡, n¡), que 

njS>n 

engendra un isomorfismo de C. -cohomologias y grupos de homoto- 
píos n¡ (A)®Q basta la dimensión 2n—2, véase más arribn, p. III. 
Aquí los grupos D> son abelianos libres. 

Construimos aplicación «inversa» de armazón 
2 n-t 2 n —2 

g: [) K(D,. n,)\ -*■ K, 

'n^>n 

así que = A 0 en Q-cohomologías y en la homolopías rtj 
con / < 2n — 2, es decir, /,g„ ( x) — 7.x. g r f t ly) — A y. Vamos a cons¬ 
truir tal aplicación «inversa» g mediante inducción por el armazón. 
Formulamos una hipótesis inductiva, que uu obstáculo aparecido- 
para prolongación de ya construida aplicación g nt q de un armazón 
(n + qj-dimensional sobre un armazón (n 4 j + i)-dimensional es 
una clase de cohomologias do orden finito p. Luego, utilizando los 
lemas 3 y 4, pasemos a una aplicación ¡ig n . 9 y- cambiándolo en un 
armazón (n + (j)-dimensional, llegaremos a un obstáculo nulo (véase 
el § 9). Prolongando la aplicación de la clase (ug n » 9 ) sobre el arma- 
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zón de dimensión n + q + 1, obtendremos la aplicación g n ,en 
etc. Al fin de cuentas, llegaremos a la aplicación g. Vamos a demos¬ 
trar, que el orden de clase de cohomologías de obstáculo sobreseí' 
armazón n + q para la aplicación es finito. El armazón- 

([] A (D¡, ríj))*" - ’ es homo tópica mente equivalente al armazón, 

dol ramo \J (K (D ,. n,))"-’. Cada complejo (A (D¡, n,))*”- 1 tiene 

Cementos de orden infiDito sólo en las cohomologías de la primera, 
dimensión no trivial n¡ según los resultados del p. V sobre cohomolo¬ 
gías racionales de los complejos de forma A (.i, n). Al formar una. 
aplicación inversa g„+,. construimos todo separadamente en cada- 
sumando del ramo y (A (D,, n¡)) w ~ 3 . Por eso encontraremos sólo- 

un obstáculo de orden finito. 

De aquí se deduce la siguiente afirmación. 

teorema 7. Para cualquier complejo X las clases honiotápicas 
estables de las aplicaciones X en un complejo (n — i)-conexo- 
K (dim X ^ 2n — 2) forman un grupo abeliano IX, Al, para el que 
tiene lugar la Igualdad. 

[A, A) ® (Q as Hom (H* (A; Q) — //* (X, Q)). 

Esto significa lo siguionte. la clase homotópica se define por un< 
homomorfismo de Q-cohomologías con exactitud hasta los elementos- 
de orden finito; con esto cualquier homomorfismo puramente alge¬ 
braico a-: H* (A; Z) — //* (X; Z)oa.: //, (X; Z) — H„ (A; Z). 
es posible multiplicarlo por un número no nulo X *g= 0. a*—>\a*, 
a„ .—*■ >,(/,, así que el honioioorfismo Ao* (o Xa.) se realiza mediante 
una aplicación continua /: X —•• A. 


§ 11. Homologías y grupo fundamental 

Sea que tenemos un complejo no simplemente conexo (celular 
o incluso simplicial) A con un grupo fundamental D = n, (A). 
Consideremos un cubrimiento universal 

K-*K 

donde ol grupo D actúa libre y discretamente en K. transformándo¬ 
los simples (las células) uno on otro. A coda célula o‘ en A le corres¬ 
ponde un juego de células 

P _, («v) = °Ív U °zvU ... 

en un número, igual al número do elementos de D = Jt, (A). El gru¬ 
po D actuando en p~' (a' y ) define la permutación de células o¿ v . Es¬ 
cojamos una célula en la preimagen /T^Oy) y la designemos por Uy_ 
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Todas las células de K so obtienen en forma 
oly =g(<3Í). geD=>n t (K), 

al mismo tiempo, todas las células g (oj) son diferentes Cual¬ 
quiera cadena en K tiene la forma 

«=SW/(«»). aeC‘(,K), (i) 

j.v 

donde Xj v , son números enteros. „ 

Un operador de frontera d en K conmu la con la acción del grupo D 
en células y con la multiplicación por los números X«; es natural 
introducir un «anillo de grupo» T = TL [ D ). cuyos elementos son 
sumas finitas 2 ^jgl- 'Xi son números, g¡ € D, y la multiplicación 
tiene forma 

(2 }-¡8i) (2 Xhg'k ) = 2 

> a 

Es evidente de la forma de rodenas (1) en el complejo K, que éstas 
son cadenas con coeficientes en un anillo V (posiblemente, no con¬ 
mutativo, si el grupo D es no conmutativo). 

Un homomorfismo p: T -► T' en cualquier anillo T' permite exa¬ 
minar un complejo de cadenas con coeficientes en T' para K~ 

P (°) “ 2p(2 Xj t , g Jy ) Oy, a£Ci(K), 
v i 

es una cadena con coeficientes on I - '. Luego, se permite multiplicar 
las cadenas p (a) por cualesquiera elementos de T'; esta multipli¬ 
cación conmuta con d. A las homologías de este complejo las lla¬ 
maremos homologías con coeficientes en la representación p: T —T', 
T «= i. In, (íf)] y las designemos por H p (K). 

ejemplo i. Si T' = T y p = 1, entoncos, tenemos por definición 

HUK)=ff,(k). 

ejemplo 2 . Si Z = r y p:r-*-Z tiene la forma 
p(2 ^¡g))= 2 

tendremos 

#?(*) = #, (K). 

Verificar esta igualdad. 

ejemplo s. Si K es una variedad no orientable, K = M n , entona 
ces se tiene noción de «orientación de curva», o sea, un homomorfismo 
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*,(*) -lz a 

morfismo 

donde 


{±1} (véase 111. parto II, § 17); surge un homo- 

p:r — 2. 

p (2 Kgt) = 2 >-í<p («i)- 


Alas homologías 7/y (K) los llamaremos «homologías con coeficientes 
locales». Se definen de manera evidente las cohomologías //* (K) 
mediante un complejo conjugado. 

problema i. Demostrar, que tenemos 7/<¡ (A/' 1 ) — Z pora una 
variedad cerrada M". 

p 

Sea que tenemos un espacio librado E —*• li con fibra P y quo 
n, (tí) = D actúe respecto a un grupo 77, ( F ) mediante las traslacio¬ 
nes g: II q (F) —► H„(F). g£D. De manera que introducimos la 
acción (operación) de un anillo F — Z [DI en 77, (F) — .1/,. Más 
generalmente: sea que los elementos del anillo T' actúen como opera¬ 
dores en un espacio linoal M (o sen. dada la representación p del 
anillo en forma de transformaciones lineales AI —•- . 1 /). Definimos 
las homologías II» (7?, M). Sea H = K y sea dado un complejo de 

T-cadenas K (véase más arriba). Formal mente so definen las cadenas 
con valor en M: 

n = 2 nijtjj, mj€M, 

i 

y la operación del anillo T en estas cadenas 
£(<i) = 2 g(mj) o), 


donde g (m) está definido en virtud de la representación p. Esta 
actuación conmuta con una frontera d, que se define naturalmente. 

Surgen las homologías, designadas por H P (tí, !\í), donde T 
actúa en M mediante la representación p (o. como se dico. .1/ es un 
T-módulo). Las cohomologías 77* (77. .17) se definen, como siempre, 
mediante un complejo de cocadenas conjugado. 

P 

Hay r-módulos para los espacios fibrados 7? 1.1 con fibra F 

dol grupo 77; (F) en virtud de actuación de ji, (tí) on una fibra me¬ 
diante traslaciones paralelas. Tenemos las homologías 7 /p ( B, II, (F)). 

observación. En el teorema do Loray (véase el § 8) para una base 
no simplemente conexa E'¿’¡ 77, (tí, II, (70). És necesario cam¬ 

biar esta por una base EJj = 7/p (13, II, (F)). La representación p 
mide la «deformación» de operador d¡. Todo lo demás permanece 
cierto. 


10-01126 
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ejemplo. Para o! cubrimiento E —*■ B con fibra de k puntos 
F = Pi U • • • U p h Uñemos 

H,(F)=0. g¥= 0. 

H„ (F) = M tiene un rango k. 

El grupo n, (B) actúa en la fibra F y en los grupos M — II„ (F). 
problema 2. Demostrar las igualdades 

(B, II 0 (F)) = H q ( E ). Hl(B. H° (F)) = H\(E). 

problema s. Calcular los grupos 11% (B, M) y 11% (B, .17), donde 
p es cualquiera representación de T en automorfismos de un espacio 
lineal. 

problema 4. Calcular las homologías de un espacio lenticular 

(véase el § ó) IJ&~ 1 . . ..9n-i) para «na representación p: n, X 

X (L) = Z m (raíces del grado m de la unidad, que actúan en 
C = M). 

Construir tales representaciones lineales 

GL(k, C), 

que 

ff 5 (tír‘‘(V„ . <7n-,)) = 0 

pora todos los q = 0, 1. 2, . . . Al principio, efectuarlo par» 
n = 2 (lentes tridimensionales). 

problema 5 Hallar la partición explícitamente celular do uno 
esfora 5 a ' 1 " 1 . invariante respecto a la actuación do un grupo Z m , 
donde una transformación básica T actúa así: 

T / 2ni 2 a Mi 2rl 0 „_i 

(«.. t n )~{e m z„t m z z , . . e - 

(l*.l*+■•+!*„ I*“l) 

(véase el § ó). Esta partición celular tiene para n = 2 las células 
Pa°, T‘a\ Po*, rV; / = 0, 1 . m— 1 

y un operador de frontera 

da°= 0, do 1 =»(f —7") o®. 
do* = (l + T+ .. +7 , ' n -‘)o*, d(F= (1 — P) <j a . 

Utilizando tales representaciones lineales del grupo ji,, que todos 
los H% (M , C n ) = 0. construyamos un interesante invariante 






§ ti. Las homologías y el grupo fundamental 


14? 


topológíco, lo «torsión de Reidemeister» consideremos un complejo 
de cadenas de Ja representación p. Los grupos do cadenas son espacios 
lineales complejos con bases marcadas (células o$). En virtud de la 
condición H° = 0, q > 0, tenemos la sucesión exacta de cadenas 

o—CÜ-4CS.,-* ...JLcg — 0. 

donde en cada C¡ hay una base marcada e'y = El arbitrio en 
la elección de a¡, es el siguiente: ¡4-► sEg (cr£), ggn,. Efectuamos 
el siguiente procesamiento; escojamos en Cñ-i otra base: su primera 

parto os una base en un grupo ¿CJ, obtenido de o". La segunda 
parte se escoge arbitrariamente en un espacio C{¡_,/Im3. 

Designemos a una base nueva en Cn-\ por * n_l . Hay un determi¬ 
nante de paso det (e', e’) de una base a la otra. La base e> en la 
segunda parte de CS-j/Imó pos aen C„- 2 con ayuda de 0; allí esta 
base se completa bosta una base completa en C„. 2 mediante la elec¬ 
ción de base en C£_ t/lmd. Aparece una base é" -2 en Cn- 2 . Tene¬ 
mos un determinante de paso det (e"~ 2 , e’) do una base vieja en 
CK -2 a una nueva (la base “vieja" en C% está fijada por células). 
Luego, pasamos a Cí¡_ 3 , etc. Obtenemos bases e k en todos los C?, 
y un juego de números det ( e *. é*). 

Consideremos el número 

R (C, p) = det (e" _1 , ?-‘) del («"-*, e'" 2 )-' ... 

... dot (e w, I ... det (e°. ;«)<-') n+l 

A este número lo denominaremos «torsión de Reidemeister» R. 
El arbitrio en la elección de las células básicas y sus orientaciones 
lleva al cambio R Xfí, donde X = ±det p (n,). 

Resulta, que este número (con exactitud basta las multiplica¬ 
ciones R -*■ >./{, }. ■=. ±det p (n,) no depende de la triangulación 
yes un invariante topológico (lineal a trozos) del complejo invariante 
de difeomorfisino de una variedad. ,\o lo demostramos (véase [63]). 

problema c. Calcular la torsión R para las lentes tridimensio¬ 
nales Lg (q), donde q es un residuo (mod p), si p: Z,, —>• |f 1, M — 
— C con actuación de Z p en forma de multiplicación por j^l. 
lo* 
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Anillo de cohomologías «1o la lento L„ ( 7 ) con p impar y cualquier 
q tiene dos generatrices u £ //'. r £ 

Z,)=Z,.. 

#•(£, Z p )=Z r (u), 

// a (¿. Z p )=.Z,,(i>=ó„ i/ mod p), 

//3(¿, Z p ) = Z„(«■•) 


(-+- w es una generatriz reducida mod p del grupo IP (L. Z) = Z). 

problema t Demostrar que el producto en H* ( L, Z p ) tiene la 
forma: 

uv = qu?. ( 2 ) 


Recordemos, que la lente L = ( 7 ) se construía así: L — S 3 iZ p , 

donde la generatriz ggZp actúa en la esfera 5 3 asi (véase o! § A): 








Como 6 „« = uyu' está definido unívocamente con exactitud hasta 
en un signo, el arbitrio en la elección del número q surge a causa de 
transformaciones n-r-Xu, w — ±w (X es recíprocamente simplo 
con p). Al mismo tiempo, obtenemos de (2): 


u->-Xu, v-»\v, 10 — éi w, uv-*-± Wqut. 


coNCLi'stON. Como el anillo de coliomologías y operadores ó*, d* 
son homotópicomente invariantes, los residuos q y q — ±X*® son 
equivalentes, si se consideran los invariantes homotópicos de las 
lentes. Por ejemplo: _ 

a ) p _ 3 _ y — 1 ¿ q = 2. Los residuos do forma ±X a son 1 y 2 

bf p = l£ °9 => 1. 2, 3. 4. X* = (1, 4. 9 as 4, 4» = 1G a; 1). 

Residuos de forma ±X*: (1, 4) en Z 5 . 

Por eso L\ (1) y £? (2) son liomolópicamente no equivalentes. 


c) p 


7. 7=1. 2. 3, 4, 5, 6 . 
X» = 1, 4. 2. 2. 4. 1. 
-X a = 6 . 3, 5, 5, 3. 6 . 


Aquí un invariante homotópico (±XJ) no da nada, ya que (±X a ) 
son lodos los residuos (mod 7), distintos de coro. 

problema 8 . Aclarar, cuáles lentes son topológicamente distintas 
para p = 7. utilizando la torsión Ji. (Es interesante, que aquí apa¬ 
recen por primera vez topológicamente distintas variedades corradas, 
homotópicamente equivalentes. Para las variedades simplemente 
conexas esta cuestión es más compleja.) 
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Las homologías y cohomologías con coeficientes en la representa¬ 
ción p pora r = Z In,l también aparecen en los problemas sobre 
la prolongación de aplicaciones de) subcomplejo L X sobre el 
complejo K rs L, si j>! (X) actúa en n„ (X) y con prolongación de 
las secciones do espacios fibrados, véase el § 9, donde estos problemas 
fueron considerados en un caso simplemente conexo. 

Consideremos en calidad de ejemplo interesante la cuestión sobre 
la construcción en una variedad «-dimensional (por ejemplo, en una 

variedad 4-dimensional A/ 4 ) de una métrica do signatura (H-). 

Ya que el interior de un cono de luz en el espacio de Minkowski 
R, 3 se contrae homotópicaracnto a un eje unidimensional tempo¬ 
ral mediante deformación canónica, entonces un conjunto de conos 

de luz posibles (es decir, de formas g ab de tipo (H-)) en R 4 

es equivalente homo tópica mente a un conjunto de direcciones Rp s 
(para R n tenemos RP" -1 ). Por eso, nuestro problema es equivalente 
al de construcción de un campo de direcciones unidimensionales 
en Ai 4 , es decir, de sección de un espacio filmado tangente 

fibra p «. RP S . 

Puesto que las particularidades de un campo vectorial típico estén 
concentradas en puntos aislados (o sea, para los campos vectoriales 
el obstáculo surge sólo al prolongar el campo en un armazón 4-di- 
mensionai del 3-dimensionnl), lo mismo es justo para los campos de 
direcciones. Tenemos una cocadena obstaculizado™ a (véase el § 9). 
agC 4 (A/ 4 , rt, (F)) = C* (A/ 4 . 2). puesto quo n* (ZP 3 ) = 
= n 3 (S 3 ) =■ Z. Sin embargo os correcto considerar esta cocadena 
como una clase de cohomologías del grupo /I¿ (A/ 4 , n 3 (P)), donde 
n, (A/ 4 ) actúa en n 3 (P). 

problema d. Mostrar, que si a — 0 en un grupo H¡, (A/ 4 . n 3 (/•’)) 
es posible cambiar la sección (campo de direcciones) en un 3-nrniazón 
de base, de tal modo que a e 0 y es posible construir la sección 
en toda la A/ 4 . 

Por consiguiente, tenemos dos casos. 

1) La variedad A/ 4 es orienta ble y compacta. Aquí la acción de 
Jh (Ai 4 ) en n 3 (3¡P 3 ) = Z es trivial. Ili (Ai 4 . Z) = Z. 

pkobí.ema io. Demostrar quo a = % (A/ 4 ) es una característica 
de Euler (al igual que para los campos vectoriales). 

2) La variedad A/ 4 es no orientablo. Aquí tenemos ct x 
X (A/ 4 , Z) = Z. donde n es una representación no trivial ir, (A/ 4 ) 
en n 3 (P) = Z. 

problema ii Demostrar que en este caso <x = y (A/ 4 ). Así en 
ambos casos la construcción del campo de direcciones (de métrica 
de signatura -) equivale a la condición % (Ai 4 ) == 0. 

Para las variedades no cerradas es interesante construir en M* 
una métrica g a¡¡ , la cual fuera de un conjunto compacto So aproxima 
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a la métrica do Minkowski. Do manera que la variedad abierta M* 
(topológicamente) permito su compaclación mediante un punto oo 
hasta la variedad A/ 1 id AA 4 (En el mismo punto co £ ÍW 4 . en virtud 
de propiedades de la métrica de Minkowski, tenemos un punto sin¬ 
gular de grado 2 del campo de direcciones buscado (¡demosIrarlol) 
¿Es posible construir en M* un campo de direcciones con un solo 
punto singular de grado 2? El problema se reduce al anterior, pero 

es necesario, que % ( M*) = 2 ó y_ (JA 4 ) — 1. 

i-kodlema 12 Demostrar que ías clases homolópicas de campos 
de direcciones (o de métricas de forma (n, 1 ) en la variedad M" tl 
son definidas por los homomorfismos «, (A/ n<l ) — Z 2 = (±1) (cur¬ 
vas cerradas, cuya circunvalación cambia la dirección de las flechas, 
y dan —1), y también por una clase de cohomologías 

v eA/2(-w"*‘. »»(R^")). 

ejemplo. Sean excluidos do R 3 una recta y un punto. El dominio 
restanto U c fl 3 , tiene un tipo homotópico S 2 \J S l (un ramo). 
Sea dado un campo de direcciones en ol dominio U 

V -4 RA». 

Una clase liomolópica (/) es determinada por un homomorfismo 
ji, (£71 = 2 -i-Z 2 = ji, (RE 2 ) y también por uno clase de culiomolo- 
gías (±y) 

dzyenHU, n 2 (RA ,2 y)=// 4 (5 2 V Z) sí 2 . 

dondo n, (ÍA) = 2 actúa’cn n 3 (IRP 2 ) en virtud de que/* (;i, (¿A)) c: 
ct n¡ (R/> 2 ). En el caso dado, ocurre la inversión do la orientación 
(la acción do p es no trivial). El cubrimiento K sobre K — S 2 \J S l 



tiene la forma mostrada en la fig. 45. Todas las 2-cocadenas son co¬ 
cidos no cohomológicos a cero. C% (K) = 1¡1 (K) = 2 (verificarlo). 

Consideremos'corao un ejemplo útil el problema sobre las clases 
homolópicas de aplicaciones de un toro T 2 en un plano proyectivo 
¡RE 2 : 

7-2-4 RE*. 
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El invariante más simple de una aplicación / es el homomorfismo 
inducido de grupos fundamentales 

(7-3) = Z + z;-> <(R P») = Z*. 

Si el homomorfismo f„ es trivial, la aplicación / sobre un armazón 
unidimensional puede ser contraído en un punto. Clases homotó- 
picas de tales aplicaciones (donde /„ (n,) = 0) se reducen a clases 
homotópicas de aplicaciones de una esfera S ! on RP a y son determi¬ 
nadas unívocamente por un grado de aplicación (verificarlo). Es 
más interesante el caso cuando el homomorfismo /* es no trivial. Sin 
restringir la generalidad es posible considerar, que /* (a) — 1. 
/« (ó) = 0. donde ay b son el paralelo y meridiano de un toro. Con¬ 
sideremos dos aplicaciones / y g: T* RP a tales, que = g 
Considerando el toro partido en la partición celular estándar 
<j°, o¡ = a, o¡ = ¿>, ct 2 , 

de la condición /, = g», mediante una homotopiu llevamos las apli¬ 
caciones / y g n coincidir en un armazón unidimensional. Un par de 
aplicaciones / y g sobre una célula o 2 , quo coinciden on la frontera 
do 2 , define un «elemento distintivo* dol grupo jt s (RP 2 ) = Z, desig¬ 
nado por cc a (o 2 . /. {) í Z w (RP 2 ). qut so representa un 
elemento de grupo de cohomologias 

n, (ftp 2 )). (3) 

Aquí p — /» — g*. 

pnosLRM* i». Demostrar que el grupo (3) es igual a Z a , si p 
es no trivial. 

De manera que tenemos no más de dos diferentes clases homotó¬ 
picas de aplicaciones /: 7" 2 RP 2 con un homomorfismo fijado /„ 
de grupos fundamentales. 

§ 12. Cohomologias de las superficies de Riemann 
hiperelipticas. Toros de Jacobi. Geodésicas en los elipsoides 
poliaxiales. Relación con los potenciales de zonas finitas 

Una superficie de Riemann hiperclíptica de género g es dada 
por la ecuación 

ta a —P, 4 ti (zj = 0 ó tz> 2 — P 2g + x (z) = 0, 

donde P 2 -+, (z), P le . (z) son polinomios sin raíces múltiples (véase 
(11, parte II. | 4). 

En cualquier superficio de Riemann fí están definidas las dife¬ 
renciales holomorfas oí (diferenciales de primer género), que en coor¬ 
denadas locales z = u + w tienen la forma 

<o = / (z) dz. 
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donde / (z) os una función complejo-analítica <le z. Aclararemos má 
abajo la forma posible de / (z). 

En un ejemplo importante de las superficies do Rieinann II 
de género g > 0 las diferenciales holoraorfa.s tienen la forma 

el * -1 , |A _1 . lio /* 

*’ ( - 

donde ia superficie está dada por un polinomio f* 2 a+t ( 2 > *■ 
2«+l 

*= M (*— Zf) do grado 2g+\. 

<=i 

Verifiquemos que estas diferenciales son holomorfas. Es evidente 
que son holomorfas fuera do los puntos z = z, (los ceros del polino 
mío P 2 j+i) y z = oo. En el entorno del punto z = z¡ es posible tomai 
como parámetro local ? = j/z — 2 ,. Entonces z = £* -+■ Z|. dz = 
= 2£ dfc, y las expresiones (i) toman la forma 


«Ja ■ 


(t»-b •-í ) k ' 1 




d£. 


( 2 ; 


por eso las diferenciales <u t con z = z¡ son también holomorfas. En 
un punto infinitamente alejado z= oo sirve de parámetro loca) 

i = , z = -rr . dz -- - , de donde 

y i » w 


<■>* = 




na si 

y ii <i—{*<> 


dí, 


(3) 


y <i> k son también holomorfas para k ^ g. 

Cualquiera diferencial holmnorfa ro es locolmente exacta: u> = 

»v a, 

= / ( 2 ) d 2 = d¡ ( 2 ), donde / ( 2 ) es una función primitiva y / ( 2 ) 
es también una función complejo-analítica. Por eso, la 1-forma e> 
en la superficie R es cerrada: d<u == 0. Una forma no nula o> nunca 
es exacta, porque no hay funciones holomorfas no triviales en una 
superficie compacta R (véase (1J, parle II, § 4). Por analogía, la 
forma <t> = f (z) dz también es cerrada y rio exacta. 

Las formas to,. u> g pora una superficie liiperelíptiea R g 

son iinealmeute independientes (sobre los números complejos). Por 
eso, los formas Reio k = -|- (n>* -r o»/,). Im &>/, = -^-(íú,, — to») com¬ 
ponen la baso on un grupo de cohomologias H' ( R g ; H) = R H- - . . 
. . . 4- üt (2g sumandos). 

observación. El grupo do cohomologías Z/ 1 (Zf; R) de cualquiera 
superficie de Riemann Zf se define mediante diferenciales holomor- 
fas. Su existencia es un teorema difícil (véase |19|). 
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problema t. Demostrar que cualesquiera g - 1-1 diferenciales 
holoraorfas sobre una superficie de Riemann de género g. son lineal- 
mente dependientes. 

Escojamos una base de ciclos a,. b¡. i = 1. . . .. g. en las homo¬ 
logías H t {fí s , 2) tal. que sus índices de intersecciones dos a dos 
tengan la forma (véase [1], parte II. § 15): 

a¡ O aj = b t O bj = 0 a,Ob, = S¡j , i, /■=!, .... g- (4> 
Cortando la superficie R g por estos ciclos, la transformamos en un 
4g-ágono R e (véase el § 3). 

Quedan definidos los periodos de cualquiera diferencial cerrada, 
por los ciclos a t . b¡: 

^<a = i4|, |> (i)=5|, í = l, .... g. (5> 

a, b, 

Sean: iú', otra diferencial cerrada; A'„ B'¡, sus /1-y B-períodos. 
lema t. Es justa la relación: 


s 

J <o 2 (A,Bi-B,A\). (6) 

¡=i 

demostración. En el 4{*-ágono R t la forma cerrada es exacta: 
io = df. Por eso <o [\ o>' = d (Jta), y en virtud do la fórmula de 
Stokes 

í (o A o>'= j jo. 

Sean Q y Q' puntos en las aristas a, y aj 1 del 4g-ágono R s , que se 
juntan en uno en la superficie R e . Entonces. QQ' es un ciclo en la 


.1 

«t 



superficie R g homológico al ciclo b, (véase la fig. 46). por eso tene¬ 
mos: 

j o> = /(<?')—/«?)= ] i» = B,. 

Qf b, 
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Análogamente, para los puntos R, R', que se pegan en los bordes 
bi, b j 1 , obtendremos: 

/(«')-/(/?) = — A,. 

De aquí se deduce igualdad 

J /«' = 

= j /«'+ ]' /«'- j (Í+B,) a.'- j (/~¿ ( )co'=/l I *í-tf l /li, 

al í, ai 

lo que demuestra el loma. 

teorema i. Para los períodos (A,, B¡) y (A\, B\) de las diferenciales 
holomorfas <o. o>‘ se cumplen las siguientes relaciones (relaciones bili- 
neales de Riemann): 

t (A k R,-B„A- h ) = 0. (7) 

8 

--Jrü (A k B k -B k .4 k )>0. (8) 

A-I 

si la diferencial to es distinta de cero. 

demostración. Si (localmenle) o> -- / (z) dz, to' = g (z) dz son 
diferenciales holomorfas. entonces, to /\ o»' = fg dz f\ dz — 0. Por 
eso, en virtud del lema 

S ( A k B k ~B k A k )=0. 

A-l 

La primera relación queda demostrada. 

Consideremos ahora la intogral-gr- \ to A ü >* Puesto que 

_ "s 

ca —2i|/| 2 dz A <ly- donde <o = f(z)dz, esta integral es posi¬ 

tiva cuando co =#= 0. Por eso tendremos, utilizando el lema al caso 
■to' = io: 

io A “= j \f\*d* A dy = -±- 2 (A*B k -A h B k ). 

e *i 

El teorema queda demostrado. 




5 12. Cohomologías da superficies de Ríemann 


155 


Sea o,.<o e una base de diferenciales kolomorfas sobre la 

superficie hiperelíptica de Ríemann R g . Sea 

A„= i, j= 1. g- (9) 

"i 

Del teorema demostrado so deduce 

corolario i. La matriz A ¡¡ es no degenerada. 
demostración. De la fórmula (8) se deduce, que una diferencial 
holomorfa con los A-períodos nulos, es idénticamente igual a cero. 
Si la matriz A¡¡ hubiese sido degenerada, entonces se podría cons¬ 
truir una diferencial holomorfa no nula con los períodos nulos. 
El corolario queda demostrado. 

Según el corolario 1, os posible escoger una base nueva 


<Pk' 


2 

«—i 


k= 1, 


( 10 ) 


tal. que los A-períodos tengan la forma 

i. /= 1. ... n. (11) 

*J 

Soa B,i= j <p, una matriz de C-periodos, construida por esta 
b l 

base. Del teorema 1 se deduce el siguiente corolario. 

corolario 2 . La matriz B,¡ es simétrica y tiene una parle imaginaria 
de/inida positiva. 

demostración. La simetría de B t¡ se deduce de (7), para <e = <p ( , 
<a' = <fj. Apliquemos ahora la desigualdad (8) a una diferencial 
holomorfa cd = x t <f t 4- • • • 4 - x g <Pg- donde x,, son números reales. 
Para esta diferencial los poríodos A k tienen forma Ai, = x k , y los 
períodos B k la forma B k = x t B, k + ■ ■ ■ + *gGgx Do aquí se 
deduce la desigualdad 

8____ 

0<^S (i* (x,B th + ... +XfB Kh 1 — -fi. 4- ... 4-**#,*)! “ 


= 2 *i x h la ' D Jh> 

lo que demuestra la definición positiva de la matriz Im B/ k . El 
corolario queda demostrado. 

Construimos por la matriz ( B¡j) en un espacio C’’, un retículo T 
sobre números enteros, engendrado por los vectores linealmente 
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independientes e¡. e., s . donde (e¡,)‘ = ó ((l , (c^-h,) 1 — Rtk< k — 

= 1, 2.g. 

El retículo T define un toro 2g-diiuensional T ig = C 8 /F (véase- 
II], parte IT. § 4). llamado loro de Jacobi (o variedad de Jacobi) de la 
superficie de Riemann R e . 

conclusión. El toro de Jacobi T-* es abeliano (véase II], parte II, 
§ 4). Examinemos, como un ejemplo, un coso de superficies de género 1 
(«curvas elípticas»): u' s - P, (z) = (z — z,) (z — z,) (s — z 3 ). En 
este caso hay dos ciclos a,, b, (véase la fig. 47). 



Flg. 47. Ciclo» en la superficie elíptica de Riemann Jt¡: u>* = (z — s 1 l 
(z — jj) (r — »,). 

Con lo línea punteada se designa la pane del ciclo 6, que descansa sobre la 

segunda hoja. 


Aquí so tiene una diferencial holomorfa tp = cdz/YP 3 (z), don¬ 


de el número c se escoge de la condición (pq>= I. Tomemos t =* 

Oí 

= B,,= j ' <p, dundo Im t> 0. Los vectores 1, x determinan un toro 

bidiraensiónal de Jacobi T* de la superficie do Riemann i?,. La mis¬ 
ma superficie /?, es equivalente al toro (como una variedad; véase 
[1], parle II, § 4). 

Esta equivalencia so construye así. Fijamos un punto P n sobre 
la superficie /?,. Para un punto arbitrario P en 7?, definamos la 
magnitud <4 ( P ), suponiendo 



I 


cdz 

■ 


( 12 ) 


La curva (el camino) de integración, que conduce, en la super¬ 
ficie de Riemann del punto P„ en el punto P. está definida no uní¬ 
vocamente. con exactitud hasta añadir cualquier ciclo. Por eso 
A ( P) está definida sólo con exactitud hasta la combinación lineal 
con coeficientes enteros de los A- y /¿-períodos de la diferencial <p: 


A (P) ~ A (P) + n-1 + m- t, n, m son enteros. (13> 


De manera que está definida la aplicación A (P) de la superficie 
elíptica de Riemann /?, en su toro de Jacobi T*. 
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afirmación i. La aplicación A (P) es regalar por doquier, o sea 
su diferencial en ninguna parte se anula. 

La demostración es evidente. 

corolario. La aplicación A (P) es un isomorfismo ( complejo- 
analítico ). 

demostración. De Ja anterior afirmación se deduce, que A ( P) 
es un cubrimiento. Está claro, que A (P) transforma las generatrices 
a,, b, del grupo rt l (/f,) en las generatrices del grupo {T*). Por 
eso el cubrimiento A (P) os trivial (véase (11, parte II, § 19). El 
corolario queda demostrado. 

observación. En la teoría de funciones complejo-analíticas se 
demuestra que cualquier toro complejo 7 - ’ es un toro de Jacobi de la 
superficie elíptica de Riemann. 

Para el caso do superficies hiperelípticas R „■ donde g > 1. para 
cualquier juego de puntos . Q, de la superficie R g , está defi¬ 
nido el vector A (Q, . Q g ) = (.i 1 . A g ). donde 

<J. q t 

A h (Q t .<P«.+ ---+ \ <F*. /fal . e (14) 

Aquí <p,. . . q g es una base estándar de las diferenciales holo- 
tnorfas, normalizadas por 1a condición f <p,« = ói*. Las curvas de 


integración desdo un punto fijado Q 0 hasta los puntos Q t , . . Q g , 
se eligen convencional mente. Estas curvas están definidas sólo con 
exactitud hasta las combinaciones con coeficientes enteros de los 
ciclos 

QoQk ~ QuQk + É m,a, + n,bj. (15) 

z-l 

Por eso las magnitudes A h (<?,. Q g ) están definidas con exacti¬ 

tud hasta los períodos de diferenciales holomorfas: 

A k {Q t . . .. Q g )~A k (Q l . Q f )+’2 ! m l b lh + 'Zn l D h „ (16) 


o bien 

* r 

A(Q X , .... Q¿) — A(Q,, .... 0jí)4-S m t e i + aj n i e e*J • (47) 

i=i j=i 

donde e, . e 2g son vectores construidos más arriba y generatrices 

del retículo I\ Poroso el vector-función A ( Q¡ . Q g ) toma valores 

en el loro do Jacobi T ,g = C g /r de la superficie do Riemann R g . 
Esta aplicación se llama aplicación de Abel. 

afirmación 2 . La aplicación de Abel es invertible, si no hay coinci¬ 
dentes entre los puntos <?,. .... Q g . 
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demostración Para simplificar lo* cálculos, consideremos, que 

entre los puntos Q, . Q g no hay puntos de ramificación. Entonces. 

en el entorno de un punto Q h es posible tomar Ja coordenada z = z> 
en calidad de un parámetro local. Calculemos jacobiano de una trans¬ 
formación A (Q x , . . ., Q g ) o sea. del (óA i (Q, . QJOz,)). El 

cálculo es cómodo hacerlo en la base ce,. u> e (fórmula (I)). Enton¬ 

ces obtendremos 

' ,• * =1 - 

e¡ " V P«., O») ' . 

Obtendremos do aquí para el jacobiano buscado: 


det 





«Sí (,< - , j) 


(Hornos utilizado la expresión conocida del álgebra para un «determi¬ 
nante de Vnnderinonde».) Está claro, que esto jacobiano es distinto 

de cero, si los números z,. z g son diferentes de par en par. La 

afirmación queda demostrada. 

observación. El problema de inversión do la aplicación de Abel 
es conocido en la geometría de las superficies de Riemann como el 
«problema^ do inversión do Jacobi». Este problema admite una solu¬ 
ción explícita: cualquiera función simétrica de las coordenadas 

z,. .... z g de los puntos Q . Q . se expresa mediante una 0-fun- 

ción de Jacobi—Riemann (véase 11], parte II, § A), construida por 
un toro (abeliano) do Jacobi J' ts . Damos una fórmula para calcular 
la suma de las coordenadas z l 4 - . . + z g de lo-- puntos (?,, . . Q gr 
sin brindar aquí fórmulas generales: 

z,-f .. +z g = In 8(y„ . .. i/ g ) + c, (18> 


donde el operador 4~ tiene la forma 

ÚX 


ademas. 


d 

dz 




V*=c ih . k = l . g 


(19> 

( 20 ) 


(las magnitudes c lk están determinados por las fórmulas (10)). c es 
una constante. 
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Los propios puntos Q lt . . .. Q s se determinan a partir do las ecua¬ 
ciones A (Q-, . Q e ) = y. unívocamente, con exactitud hasta la- 

permutación. 

Utilicemos la transformación de Abel a la integración de las 
ecuaciones de Kovalévskaya para el movimiento de un cuerpo sólido- 
pesado con un punto fijado. Las ecuaciones del problema de Kova- 
lévsknya tienen la forma (véase (311) 


2r = qr. \, = ry t —qy 3 . 

2 q= —pr — ny 3 , Y 2 = py 3 —ry„ (21). 

r = HYi. Ys= Tr'i —PYs. 

p = const. 

Los ecuaciones (21) pueden ser escritas en forma do Hamilton, 
pero no la damos (véase más abajo Suplemento 1). Estas ecuaciones- 
tienen las siguientes integrales: 


H = 2 (p 3 + ?*) 4- r 2 — 2py, (energía), (22)- 

L = 2 (j> y, + qy 3 ) 4- ry, (momento), (23)- 

K «= (p 3 — í 3 + |«Vi) 5 4- (2 pq + py 2 ) s (integral de Kovalévskaya). 

(24)- 

Además, se cumple la condición de conexión Y? 4 yj 4- yj = 1- 
Consideremos una superficie compatible del nivel de estas inte¬ 
grales: II = 6 h. L = 21, K =* k 1 . donde h, l, k * son constantes. 

Si se cumple la condición de conexión y? + yj + yj = 1 las- 
ecuaciones (22) — (24) dan una superficie bidimensional (variedad- 
invariante de un sistema dinámico (21)). 

Introducimos las coordenadas s 2 en esta superficie (variables- 
de Kovalévskaya), suponiendo 

OI. , n <*., *i) T Yfí (X,) n (z,> 

+- (t.-x.J* -• 

donde 2 = p ± iq, R (z) = — z 4 4. 6 hz * + 4pfe 4- p 3 — A- 3 
fí (x¡, x 3 ) = — x\x\ ■+■ (ihx,x 3 + 2p l (x, 4- x 2 ) 4- p 3 — /c 1 . 

problema 2 Demostrar, que en las variables s,, s 2 las ecuaciones 
(21) se escribirán en forma 


± 


l V d> (s.) 


2 (»,-«,) ’ Í3_ ’ ( 25 >‘ 
donde <t> (z) es un polinomio de quinto grado, que tiene la forma 
<D ( z ) = {z [(z - 3/t)« 4- p 3 - A 3 ! - 2p*/*} X 

X (z — 3A — k) (z — 3 h + k). (26)- 
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observación. La ecuación (25) coincide con la ecuación de conmu* 
tatividad en la superficie de nivel de dos intégralos, indicada en [1], 
parte II, § 30. 

Los segundos miembros de las ecuaciones (25) son funciones univo- 
•cas en una superficie hiperelíptica de Riemann do género 2, dada 
por la ecuación — <D (i). Por oso obtenemos movimientos de un 
par de puntos (P¡, P t ) por esta superficie de Riemann. 

Por ejemplo, sean todas las raíces del polinomio <1> (z) reales y 
distintas. Designémoslas por a 0 <«,<«,< a , < a t . Si los datos 
iniciales para ol sistema (25) so oscogon reales y tales, que a, s, 

< a v a, < s.j < a t , entonces en cualquier instante t los números 
s, (í) serán reales y satisfarán las mismas desigualdades. Los puntos 
P, a p l (i), p„ = p 2 (/) se moverán en la superficie de Riomann 
por los ciclos encontrados sobre los segmentos (a,, a,l y Ia s . a 4 l 



(véase la fig. 48). Estos ciclos están pegados de dos ojumplares 
Jo,, a a l* y la,, a,) - , ia s , a t l* y [a 3 . a«I“ por los extremos de los segmen¬ 
tos correspondientes. Un «punto do fase» (/*,. P¡) se mueve por un 
toro bidimensional (real). Para integrar las ecuaciones (25), aplique¬ 
mos a ellas la transformación de Abel, construida por una curva 
hiperelíptica de género 2, dada por la ecuación uP = <J> (z), Aquí 

tenemos dos diferencíales holomorías independientes -p4==r- y 

— 1 dl — . Hacemos 
V®R) 


A'(P t .P¿- J ,^+ í 


(27) 


(P 0 es cualquier punto de la superficie de Riemann). 

afirmación 3 . Después de la transformación (27), las ecuaciones de 
KovaUvskaya (25) pasan a un sistema lineal con los coeficientes cons- 
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tantes de la siguiente forma: 

£-4» </»,<*). P,(t))- 0, 
■fcA*(P t (fí. P t (i)) = -f- . 


(28) 


demostración. Supongamos que los puntos P, (í), P z (í) se dis¬ 
tinguen de los puntos de ramificación a K . Entonces los pará¬ 

metros locales en el entorno do estos puntos son íj, s s . Por eso, en 
virtud de las ocuacionos (25) tendremos: 


di 


AHPid), />,(!)). 


-SfA*(P t (t). P,W)- 



¿ r®u.) 2 




s,t. 


l_ 

2 ' 


' v*w 

La afirmación queda demostrada. 

problema 3. Demostrar, que un sistema de la forma 


ds t _ n, v <t> (;,) I j», _ s¡ p'<P (id 

dt s, — s a ' dt s, —i, 


(29) 


con una transformación de Abel también pasa a ser un sistema con 
los coeficientes constuntes. 

En vigor de la afirmación 3 tenemos: 


¿‘(JMfl. / J í(f)) = /l'(P,(t u ), Pz(t u )), 

*•<*«<*). (t»«4*(/>, (t 0 ). P 2 (t 0 ))+ ^-(t-í„). 


De manera que después del paso o la variedad de Jacobi. el sistema 
de ecuaciones do Kovalévskaya se resuelvo completamente. Para 
obtener una dependencia explícita del tiempo t de las variables 
3,, Sj, es nocosario invertir ol cambio de variables (27), o soa, solu¬ 
cionar el problema de inversión de Jacobi. 

conclusión. La variedad invariante {H =- 6b, L = 2Í, K = IP, 
Y® = 1} del problema do Kovalévskaya (al prolongarse en un domi¬ 
nio complejo), es un toro de Jacobi T* de la superficie de Riemann 
K = (P (z)}. 

Ahora demos otros ejemplos de los sistemas do Hamilton. que 
admiten la integración con ayuda de la transformación de Abel, es 
decir, de tales sistemas, cuyos toros invariantes, al prolongarse en 
un dominio complejo, son toros de Jacobi de las superficies de Rie¬ 
mann. 


11-01126 
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ejemplo i Recordemos, que la «ecuación de conmutatividad» 
(véase 111. parte II. § 30). 

\X- A, + c,Aj + <v!jl — 0, (31) 


donde X — —iPIdx 1 + u (x) es un operador de Sturm—Liouville; 
A 0 , Ai, A¡, son operadores diferenciales respecto a x. de los órdenes 
primero, tercero y quinto; c x . c¡. son constantes. Esta ecuación puede 
ser escrita en forma de Lagrango 


SL 

ÓU (J-) 


--0 


(32) 


con lagrangiano 

L~L(u, u\ n”)=^--|-u*u*+4-' t4 + 

+ c, + +CjK* + c,u; Cj= consi» (33) 


Las soluciones del sistema (32) son potenciales periódicos con zonas 
finitas(bizonalcs)y casi periódicos del operador X (véase ¡11. parlo II, 
§ 30). El sistema de Hamillon correspondiente, con dos grados de 
libertad, tiene dos integrales independientes f¡. J x en Involución, 
o soa, es integrable completamente Las coordenadas explícitas 
y,, y, en las superficies do nivel do estas iutegrales tiene forma (para 
el coso e, =■ 0) 

«= — 2(y, + T 2 ). 

i (3u 2 —u‘) = y lY *— -1- 2 V-j, < 34 > 

KJ 

donde X 0 .X 4 son raíces del polinomio, P $ (>•,) = 0; la expresión 

do los coeficientes del polinomio P¡ (/.) por medio de las constantes 
c ,, c s , c 3 y de los integrales J s es dada en las fórmulas (30.30) 
de la parte II del libro [11. En estas coordenadas la ecuación (32) 
se escribe en una forma coincidente con (25) después de volver a 
designar s¡ -*-y¡. t-*-x (¡1), parte II. ecuaciones (30 . 33)) y por oso 
también se integra por el cambio de Abol. (La superficie do Ricmann 
de género 2 es dada, en esto caso, por el polinomio P s (>.).) 

Prestemos atención a que las fórmulas (29) describen la depen¬ 
dencia temporal u ( x , i) de las soluciones de la ecuación de K dV 
(véase [11, parte II, § 30), donde s, yi ((verifiqúese!). 

observación. Las ecuaciones de conmutatividad de órdenes supe¬ 
riores sé integran también por la transformación de Abel y por eso 
tienen, como variedades invariantes (on un dominio complejo); 
los toros de Jacobi de las superficies hiperelipticas de Ricmann de 
géneros superiores. 
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'•jtMi’Lo 2. En el problema ile Neumaun sobre el movimiento de 
una partícula en una esfera tridimensional 

** = 2 *1 = 1 (35) 

1—0 

bajo la influencia do un potencial cuadrático 

2 

V (x) = -y 2 a i - c ‘• ®i = const, (36) 

t=i.t 

las ecuaciones do movimiento tienen la forma 

*,= — a,r, + %Wx,. É = 0, 1. 2. (37) 

-r 2 ~ 2 *1-1. (37') 


donde X (I) es un multiplicador de Lagrnnge. que surge u causa do la 
Superposición de la conexión (35). El sistema (37), (37') puede ser 
obtenido de un flujo de Ilamillon en R* con bamiltonlnno 

*' — T 2 *<*1 ■+T - (*V) ! ) (38) 

¡-o 

por una acotación en la esfera x* — 1. 

niOBLEMA 4 Demostrar que las funciones 

f> (,.,).,| + 2“E*. K-0.,.2. (39) 

1 —» 

son un sistema de integrales independientes en la involución para 
un sistema con hamiltotnnno (38). 

El propio hamiltoniano H tiene la forma 

*40) 

l=-n 

proiilema 5 Comprobar que fa transformación 

x’ = y. V ' = — x. //'== 2 «i'F, ( 41 ) 


transforma un flujo de Ilamillon construido en un flujo geodésico, 
en un elipsoide triaxial («problema de Jncobi*) 


2 

s 

«ri(J 



<42> 


n * 
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(las geodésicas en un elipsoide triaxial fueron halladas por Jacobij. 

Mostremos que el problema de Neumann (y. por consiguiente, 
el problema de Jacobi) se integra por la transformación de Abel. 
Reducimos ol problema de Neumann. siguiendo los trabajos moder¬ 
nos. al ya considerado problema sobre los potenciales bizonales 
(«ecuaciones de conmutatividad» (32)). 

Sean r|> 0 , if,. «j)¡. funciones propias de un operador X = —(P'dx a + 
-j- u ( x) con propios valores a 0 . a., correspondientemente, o soa, 

soluciones do ecuaciones diferenciales 

íCS'i =* «rt 1 !- * " 0. 1. 2. (43) 

Las ecuaciones (43) vuelven a escribirse en forma 

\j>J = —a,i), -f u (x) 4'/. í — ü. 1. 2, (44) 

que coincide con las ecuaciones (37) del problema de Neumann des¬ 
pués do volver a designar x -► t, i|¡, x,. u (x) X (t) (multiplica¬ 
dor de Lagrange). Queda por satisfacer la ecuación de conexión 
2 x\ = 1. Escojamos para esto un potencial bi zonal u (r). de tal 

manera, que los ceros X 0 , .... X, del polinomio correspondiente 
/>5 ( X ) (véase más arriba) tengan la forma: 

Xfi =■ Uo < =* U| < ^3 < X\ = «2, 

* (45) 

P,W- II (*-¡M 

t»o 

(«extremos derechos'de lagunas» en el espectro del operador X véase 
Hl, parte II, § 30). Resulta que las soluciones que necesitamos de la3 
ecuaciones (43) se expresan simplemente por las variables Yi- 7». 
determinadas por las igualdades (34). 

problema 8. Demostrar que las funciones de forma 

s(>< (*) “«i V< a t —Ti (*)) («i — Vz (*))• « = 0. 2, (46) 

donde a¡ son constantes y satisfacen las ecuaciones (43), 

4 

si «=—2 (y,+y,) + S 4|, 

i-O 

y; = 2¿ Y P» (YiVlYt—Y*)- y; = 2t Ypi (Y*)/(Yi—Yi). 
problema 7. Demostrar, que si se escogen constantes a 0 , u¡, ct a 
en forma 

«i = l IT (o»—a>)l“ ,/2 . 1=0. 1. 2, 

í=*< 


(47) 
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entonces, para las funciones t)> ( de forma (46) se cumplo la condición 
de conexión 

« + 1Í+1S-*- (48) 

Las fórmulas (46), (47) dan una completa reducción del problema 
de Neumann (y. por consiguiente, del problema de Jacobi) al pro¬ 
blema de inversión de Jacobi para la superficie de Riemann de géne¬ 
ro 2 con puntos de ramificación (45). 

Es curioso notar que. a pesar de la coincidencia de los toros 
invariantes y los flujos en ellos (¡hasta en un dominio complejo!) 
para la ecuación (32) de potenciales bizonales, así como también para 
los problemas de Neumann y Jacobi, todos estos sistemas de Hamil- 
ton no son canónicamente equivalentes (¡verifiqúese!). 

Los sistemas de Neumann y Jacobi con dos grados de libertad- 
considerados en detalle por nosotros, casi automáticamente vuelven 
a escribirse para las dimensiones grandes. La integración de estos 
sistemas siempre puede ser reducida a potenciales de zonas finita». 

§ 13. Propiedades más simples de las variedades de Kahler. 

Toros abelianos 

definición i. A una variedad compleja M 2n con una métrica 
licrmiliana ds 2 — g vi dz a rl:^, donde g aik — g ea , se la llamará <lo 
Kahler, si una 2-forma real correspondiente Q = 2 A'oiidi” A 

a<P 

es cerrada: dí2 = 0. Tiene lugar la afirmación (véaSo[i|, parte I, 
§27): para una métrica de Kahler la forma Q" =Q A • • ■ A ^* nt ' 
teres) es un elemento de volumen no nulo múltiple: 

--- cdV «= c Y del g aP dz 1 A • • • A dz' 1 A A • • • A <5*. c 0- 

( 1 ) 

coholario. Las ¡armas £>2‘, i = 1. n en una variedad compacta 

de Kahler no son cohomológicas a nulo. Por eso, los grupos // !l (.l/®", 3) 
son no triviales. 

demostración. Si la forma f2 es exacta. íi = do), entonces la 
forma Q n es oxacta, Q n — d (o> A O A • • • A £)• Poro en tuia 
variedad compacta tenemos: 

j í}”s=C j dVrjk 0. 

»i”‘ m'* b 

Esto significa que la forma O no es exacta. El corolario queda de¬ 
mostrado. 

ejempi.o 1 Cualquiera superficie de Riemann es una variedad de 
Kahler por razonamientos de dimensión. 
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Una métrica lierinilinnn en CP" se obtiene (le la 


fc.TEMPI-0 2 
forma 

ds 2 = dz k dzf' — ( V (S Z’ dt 1 I (2) 

'»-o j-í> ' 

en un especio C’ 1 * 1 , a la cual consideramos como una forma en la 
esfera S 2 "* 1 : |z°| 2 -r ...|z"| 2 = 1. Verifiquemos que la forma rfn 2 
os invariante respecto n las transformaciones 

í*—s* — e - **? 1 . 

Con la transformación indicada obtendremos: 

dz K — e 1 * (áz* 4- ¿z* di p) , dz* — e~ '* (dz* — iz* dip) , 

así que 

S dz* dz" Sdz* dz* + i \ S (2* dz* —z* dz'’lj d<p + dq 2 , 

5 z* dz* *-► S ** dz* — i dtp, V z'dz^2?dz' + <d<p. 

6 » I I 

Por consiguiente: 

(S 2 ’ <'z') — 

— 2 dz* d?-(2 z* dV) (l 1 ¡'dz'). 

De manera que es posible considerar la forma da- como una métrica 
en CP". La forma Q, definida por esta métrica, es del tipo: 

Ais"****). <*> 

En la esfera S z “tenemos 2 z*z* = 1, de donde z* dz*-f 3 s* dz* = 
= 0. Por eso la acotación de la forma £2 en la esfera da 

3=42dz*Adz*. (4) 

Esta forma es cerrada (lia sido considerada en el § 1 al examinar un 
anillo do cohomologías del espacio CP"), por eso la variedad CP" 
es de Kahler. 

ejemplo z Ahora demos un ejemplo de una variedad compleja 
compacta, que no admite una estructura de Kahler, o sea la variedad 
do Hopf. Designemos por T a un grupo, que actúa en el espacio 
C"\0, engendrado por la transformación z —2z. Está claro, que un 
facto* (C' ,s sO)/r por esta acción es una variedad compleja compacta, 
homeoraorfa a un producto directo S l X Entonces, 
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H z (5 1 X S tu ~ 1 , Di) = 0 (« > 1). y no es posible introducir una 
estructura de Kahler en esta variedad si n i. 

Están definidas on la variedad do Kahler los períodos <1° 1# forma 
Í2 que son gus integrales por los ciclos bidf.mcnsionales de H z (M in , Z). 
So dice que la .variedad es de Uodge, si lodos los períodos d¿ jp fo,rma 
£2 son entecos (o se hacen enteros después do multiplicarse por un 
mismo número. £2 — M2). 

Por ejemplo, para la variedad CP n sabemos que H ¡. (.CP", Z) = 
= Z, por eso es posible multiplicar una métrica ds* por un número 
conveniente, para que el único período de la forma £2 se vuelva un 
número entero. 

problema i. La generatriz en el grupo H z (CP n , Z) es una sub¬ 
variedad CP 1 , dada en CP" por las ecuaciones z 2 = ... =z" = 0. 

n 

Calcular el período de la forma £2 = -|- 2 dz* A dz h pot este .ciclo 

fc =0 

(multiplicador normalizante). 

afirmación i. Una subvariedad complejo-analítica A ,sm de la 
variedad de Kahler M' ! ". es de Kahler. Si \P n es de Hodge. entonces 
N 2 "' tumblén es de Hodge. 

demostración. Sean: / : A' 2m -*■ i\J tn , una inmersión; ds 2 . una 
métrica hermltiana, que da en M 2n una estructura de Kahler; £2. una 
forma cerrada, conexa cou ella. Entonces, ds 2 induco una métrica 
hermitiana /* ds 2 en A’ 2m y la forma conexa con olla es igual g /*£2 
y también cerrada. Por eso. la variedad A' 2 ’" es efe Kahler. Si c es 
cualquier ciclo bidimensional en la variedad N* m , entonces os justa 
la igualdad 

j /*£2= J £2. 

C /»C 


Para un ciclo con coeficientes enteros c, el ciclo ;*c es también con 
coeficientes enteros, por eso £2 es un númoro entero para la varie- 

í.c 

dad de l-Iodge M"". De aquí se deduce, que A’ 2m os de Ilodge. La 
afirmación está demostrada. 

En la variedad CP" so destacan subvnricdadcs complejas com¬ 
pactas y algebraicas. La dase más simple de oslas variedades se da 
por un juego de ecuaciones (*intersecciones completas») 


F, (z 0 . .. . z„) = 0. 
*»(*••• ..* B ) = 0 . 


(5) 


donde todas las funciones F t , .... F k son polinomios homogéneos: 


F, (cao.cz„) = c a F, (z„ .z n ). 
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corolario Todas las subvariaciones complejas regulares en CP" 
son variedades de Hodge. 

observación. Cada subvariedad de este tipo define un ciclo 
N‘ m a: CP n - Para las subvariedades algebraicas compactas^ este 
ciclo nunca es cohomológico a nulo. Realmente, sean: f : N* m — 
-*-CP n . una inmersión (un encaje); Q, una forma estándar en CP". 
Entonces, f*Q es una 2-forma en A' 1 '", conexa con una métrica indu¬ 
cida de Kahler. Por eso. (/*Cí) m es un múltiplo no nulo de un elemento 
de volumen en A ,Jm . En virtud de compactidad. tendremos: 

J (/♦«)” =*=0, 

N’ m 

de donde \ Sl m -- 0. El ciclo f+N*"' no es frontera en CP" 

f.l™ 

porque la forma Q m es cerrada y su integral por cualquiera frontera 
es igual a cero, en virtud de !n fórmula de Stokcs. 

Ahora consideremos el caso, cuando los toros complejos T Zn = 
= C"/r son de Hodge, donde el retículo T está engendrado por 2n 
vectores linealmente independientes e,, . . ., e.„. La métrica de 
Kahler en el toro T tn se obtiene, si tomamos en C" cualquiera métrica 
hermitiana con coeficientes constantes. Si en el toro 3" 2 " está dada 
alguna métrica de Kahler. entonces, es posible hacerla media (inte¬ 
grarla) por el toro T Zn y obtener una métrica con coeficientes cons¬ 
tantes. 

problema 2. Demostrar que si una métrica inicial es de Hodge, 
entonces, después de hacorla media, obtendremos una métrica de 
Hodge con los mismos periodos (consideramos, que ol volumen del 
toro es igual a 1). 

Así. es suficiento con examinar un caso do métricas con coefi¬ 
cientes constantes. Cada tal métrica es definida por cierto producto 
escalar hermitiano en C n = R 2n : 


H(x,y)= t * = (4). 9-(4), A ea = A n# . 

op-l 


( 6 ) 


H ( x , y) puede ser considerada como una función bilineal de valor 
complejo en R !n x ÍR ,n , que satisface las relaciones: 


H (y, x)=H ( x, y), H (ix, y) = IH (x, y). (7) 

Si H (i, y) = P (x, y) + IG (x, y), donde F (x, y) y G ( x , y) son 
reales, entonces de las igualdades (7) se deduce, que F ( x , y) = 
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— F (y, x), G (.x , y) = —G (y, x), F (x, y) = G (ix, y). Por eso, la 
forma P (ar, y) es definida como positiva y toda la forma se define 
por una parte imaginaria de G ( x. y). 

afirmación 2. El toro T Zn = C"/r es de Hodge si, y sólo si. existe 
una forma antisimétrlca real G ( x , y) — —G (y. x) tal, que: 

1) la forma F (x, y) — G (ix, y) es simétrica y definida positim. 

2) G (e a , e 6 ) es un número entero para cualesquiera dos vectores del 
retículo. 

A estas condiciones se las llaman relaciones de Frobenius. 

demostración En virtud de los razonamientos arriba menciona¬ 
dos es suficiente con demostrar que la condición 2) es equivalente 
a que la métrica en el toro 7 e ", definida por una forma hermitiana 
H (x, y) — G (ix, y) -f- iG (x. y), es do Hodge. Sabemos que el rango- 
del grupo H t (TZ) es igual a C'„ = n (2n — 1) (número de^combi¬ 
naciones), donde la base de los ciclos bidimcnsionales en T- n tiene 
la forma c a ¡, — {Xe 0 + }. 0 ^ X, }t ^ 1 (a < P). La forma G 

es conexa con la métrica de Kahler. por eso el loro T 2n es do Hodge 
si, y sólo si, las integrales de la forma G por todos los ciclos c aB son 
enteras. 

La acotación de la forma G en el ciclo c oB es igual a G (e a . e e ) X 
X dX A dji. y la integral por este ciclo es igual a G (e tt , e B ). La 
afirmación queda demostrada. 

En el § 4 de la parle II del libro III fue introducida uno impor¬ 
tante clase de toros abelianos complejos. Si definimos una matriz 

ti 

(B hi ) con las igualdades e„+ k — 2 Ü kl e,, 1 ^ /c Sí n, entonces. 

para el toro abeliano lo matriz (B kí ) debo ser simétrica y tener una 
parte imaginaria positiva. En particular, en el parágrafo anterior 
se mostró que los toros de Jacobi de las superficies de Riemann son 
abelianos. Tiene lugar la siguiente afirmación. 

afirmación 3 Cualquier toro abeliano es de Hodge. 

demostración Damos una forma hermitiana H ix. y) con la 
igualdad 


IT (x, y) — P*/zí*2, x — (z\ . zí), y = ( X 2 . 22 ). (8) 

Aquí la matriz (P k j) es inversa a la matriz positiva definida 
Im B. La parto imaginaria de la forma // (x. y) es del tipo 

G(x, i /)=- Imtf (r. — 2¿¡í) (S» r 


en virtud de la simetría de la matriz (£*/). Comprobemos, que 1;» 
forma antisimétrica G (x. y) toma valores enteros en la base e k , . . 
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. . t'.„ ctel retículo F. Tenemos. para m. I sC. n: 

O (e ,„. e,) = (6m6J - 6ÍÓ*) ^ 0, 

■0 !>*, e n „l - = 

i 

--6» 2 (1 1,1 B)n — 6.1,6,., — 6 m , =* G ( e n , c m ), 

j 

'G(d„*mi e u*ll ■*- 2 ■JT'Páj (B ml ,U ll — DijH^i,) — 

'• j 

— 2 tV i —6.%s6,"j) - 6| m — 6™i = 0, 

a, , 

donde so lian introducido las designaciones b)k *= Re D¡\, bj* - 
=> Im Bju- Así, la forma G (x, y) os con coeficientes enteros en oí 
toro T*" — C*/T. Es evidente que la métrica hermiliana (8) « 
definida positivamente. La afirmación queda demostrada. 

PRoar.nMA 3 Demostrar la corrección de una afirmación inversa; 
cualquier loro de liodge es abeliano. 

Notemos, en conclusión, que la importancia de la clase de toros 
de liodge (o abolíanos) consiste en que cualquier toro abeliano puede 
ser realizado explícitamente con ayuda de t)-func¡ones como una 
subvariación algebraica regular en un espacio proyectivo complejo 
(Loístietz). Esto teorema es justo para todas las variedades de Hodge 
(Kodaira; véase [211). 

§ 14. Homologías con coeficientes on los haces 

Es conveniente describir un tipo más de homologías, que tien» 
una importancia esencial en diferentes dominios de las matemáticas 
•(pero no en los limites do los matoriales de este libro). 

Sea X un espacio recubierto con los dominios abiertos V a , 
U Ü u -X. 

a 

Exigimos que el recubrimiento {G' a } sea «local mentó finito» 
(es decir, sólo juegos finitos de los dominios U a pueden intersecarse). 

definición i. a) Se llama prehaz F a la correspondencia que a 
cada dominio U c X le confronto un grupo abeliano (anillo, campo) 
F v \ se exige, que a un encajo (inmersión) V cr V le corresponda im 
homomorfisnio do «restricción» 

‘uv ■ Pv ~~ F v . (f) 

Si If c V c IF, entonces i vw -=i vv l vw . .El preliaz ,F define.,«1 
jirehaz F \„ en cualquier dominio UczX. 
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b) El prehaz P se llama haz, si tiene las siguientes propiedades: 

1) Sea que un dominio U se representa en forma de unión de 
dominios U a : 

Í7=--Ut'«. 

a 

Entonces, si (!) = 0 pura todos los «, un elemento / € Fu debe 
ser nulo. 

2) Cualquier punto tiene un entorno bastante pequeño V tal, 
que un juego de elementos «coordinados» / 0 6 F L - a se representa como 
un conjunto de restricciones de un elemento común / g F v . Aquí 

U = U £■'«• l'afi '«.(I V* = 

« 

lu af p t U = h fa v a L («coordinación»), 

iu a uf~fa- 


A un conjunto vacío 0 Je corresponde siempre un cero: F.¿ = 0. 

Con el recubrimiento {í/„l se relaciona un complejo si in.pl nial, 
«nervio de recubrimiento», designado por A' {U a }\ 

1) los vértices nj corresponden a dominios 6’. A ; 

2) las aristas corresponden n pares (l' a , C' h ). si la inter¬ 
sección es no vacía. U n fl ^ 0; 

3) los triángulos a& BV corresponden al trío (/. a . £' p . (/,.), donde 

1» intersección es no vacía. U n f| fl 0; 

4) el simplex „„ corresponde n un juego de dominios 

(£/ O0 , . .., C/ etfc ) tales, que la intersección í' ao fl - • ■ fl Ua h es no 
vacía. 

Aparecen «cohomologías de recubrimiento» con coeíicientos en el 
preliaz F: encadenas /.-dimensionales que son funciones lineales en 
los simplex o¿ 0 , . aj( de dimensión I; en el nervio A {U a ) con valor 
un los grupos F (V aq fi . . . fl £'’«*)• Aquí * 8S cocadenas tienen su 
dominio de valores en cada simplex A una encadena c* le corresponde 
su cofrontera 


donde 


(8e\ ^ 



íe'*, a 1 ' - ) se encuentra on un grupo P v . 

U = Ua, n ... n Ua M . 
u cz u q -c, M n ... n v■ n ... u a . 


(el dominio U aq está horrado do la intersección). 
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A las cohomologías de recubrimiento se las llamarán grupos 
cocientes de los cocidos por las cofronteras: 

H q (¿V {i/*}. F) ~ Kcr 6 1 m 6 = ZVtí". 

Sen que un recubrimiento {V ( } está «inscritos en {U a ): si 1» 
intersección l' K f) ó'a es no vacia, entonces V B se encuentra íntegra¬ 
mente en U a . Ls fácil de verificar que surge una aplicación Simplicia! 
(un sínipl ex pasa a ser simple.\) de los nervios de estos recubrimien 
tos: 

A*{V ,>—’* N{U a ). 

De manera que. utilizando (1). tenemos una aplicación de cocu 
denas y coliomologías: 

F) — V — F). 

Joda esta estructura (para los recubrimientos bastante «peque¬ 
ños») describo las coliomologías con coeficientes en el haz: II* (X. F) 
es un «límite de espectro» (<pfy) de todos los recubrimientos (iti 
espacio X. 

Los elementos x de este «límite del espectro» están representados 
por todos los elementos posibles x ( . 6 (N {U*), F) para todos 
los recubrimientos posibles {U a } 

Los elementos jy 6 M (vV {6' a }. F) y x w £ 11" (N {H' v }, F) so 
representan con un mismo elemento de II' 1 (X, F) si. y sólo si. topa¬ 
mos para cierlo recubrimiento más pequeño I", inscrito en U y II' 


<?vvx v - Twv^v ■=■ x r e If [N {! „). F). 


ejemplo i Haz constante. Sean F v = G (un grupo abelian» 
el mismo para todos los U 0) aplicaciones i uv idénticos 

Í y y ^ 1 : G G~ 

Si X — M T es una variedad, y un recubrimiento es tal. que todos 
los conjuntos U ao f! • • • fl l>\ k son contractables (por ejemplo. 
U a son figuras convexas, pequeñas por su tamaño en una métrica 
M n ). entonces es justa la igualdad 

H* (AT {L’J, G) = H * (M", G). 

problema i. Demostrar que en este caso el nervio es un complejo 
equivalente homológicamente a M”. 

ejemplo 2 Haces continuos (funcionales). Aquí F„ es un anillo 
(espacio lineal) do las funciones de alguna clase: continuas, suaves, 
holomorfas. algebraicas, etc. en el dominio U cz X. 
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problema 2 . Demostrar quo //“ (X. F) son funciones de la misma 
clase, definidas globalmpnto en toda la variedad X = M'‘ y F v — 
=//» (G. F |„). 

definición general. A un haz F, definido por un prehaz F. se le 
llamará nuevo prehaz tal. que P v — H" IU, F |y) para cualquier 
dominio U 

El grupo II' (X. F) aparece, por ejemplo, en el siguiente pro¬ 
blema: soa dado un juego de las apartes principales» / a de una función 
t en los dominios {/„. donde U U a = X. Aquí X = M* n es una 

a 

variedad compleja Las parios principales / a son, por ejemplo, 
partes de Lnuront de una función incógnita / cerca de los polos. Es 
necesario hallar una función moromorfa / en X tal. que las funciones 
(/ — ¡ a ) son holoinorfas en los dominios U a . Está claro, que es nece¬ 
saria la «coordinación» o «en. f u — /« = g a8 son holomorfas en las 
intersecciones (J„ f| f/ B . Indicar la relación de oste problema con las 
cohomnlogias H'(X. F) en un haz. donde F ((/) — fí° (U. F) es 
un ospacio lineal de las funciones holomorfas en el dominio U. 
Demostrar quo el problema es resoluble, si //' (X, F) = 0. 

ejemplo s. Un ejemplo más de un haz: sea X Y una aplica¬ 
ción continua. A un dominio U c: Y le correspondo f-' (U <r) c: X. 
Haga mos 

Fjj H 1 (/"' (£/)). 

Aparecen las cohomologías II" (Y, /•’•'). / ^ 0. q ¡3* 0, En la variante 
más general del teorema de Leray (véase el § 8) es necesario cambiar 

P 

Ei 1 por II' 1 (Y, P>). Todo lo demás sigue siendo correcto. Si X -*-Y 
es un espacio fibrado. donde la baso es un complejo celular y simple¬ 
mente conexa, entonces tenemos 

H" (K, F ¡ ) = II" (Y, H> (F)), 

donde F = p- 1 (y) es una fibra. Demostrarlo. 

ejemplo i. Él problema sobre la clasificación de un espacio 
fibrado con una base X y un grupo estructural G. que fuo considerado 
en el § 25 de la parto II del libro [11 desde otro punto de vista, da 
un ejemplo de haz (hablando en general, de los grupos no conmuta- 

P 

tivos). Sea dado un espacio fibrado E —>- X con un grupo G y una 
fibra F. Si {U a } es un recubrimiento X. donde p-‘ ( U X E. 
entonces la estructura do un espacio fibrado es definida por las 
«aplicaciones de pegadura» (véase [II. parto II. § 24) 


— ''fa '■ t- r a H U B G 


(2) 
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Al misino tiempo para C' a f] i p fl tenemos 

>-«B?*PV>-T= = 1- (3) 

La condición (3) significa, que el juego es un cociclo unidimen¬ 
sional en el recubrimiento { U a j con valor en el haz F, y F (U o) son 
funciones continuas sobre L' a con valor en G. Si un espacio librado 
es directo, entonces tendremos (es posible, que al principio haya que 
desmenuzar ol recubrimiento) uii juego de funciones <f a : tj a —G 
tal. que A a(t -r De manera que las clases del espacio fibrado 

son elementos do ¡P (X. F). Esto no es un grupo, si G es no abeliano. 
problema ¿ Calcular fP (X. F). si G es un grupo abeliano. 
puoíii.kma 4 Demostrar que un haz F sobre una variedad suave, 
donde F„ es un espacio lineal de las funciones suaves onjin dominio U 
(más exactamente, suaves en un dominio cerrado U ZD U). tiene 
cobomologías triviales con q > 0: A/ ! (A/’\ F) — 0. q > 0; 

H" (Al". /') -• C* (M“) es un anillo de funciones sobre M”. Sobre 
las variedades complejas se tiene un haz holomorfo, para el que no 
es cierto este hecho. 

problema f, Por analogía, si es dudo un espacio fibrado vectorial 
con base H = M": sean F u secciones suaves de un espacio fibrado 
sobro mi dominio V. Demostrar la igualdad (no será cierto esto en 
una variante holomorfa): 

IP ( M n . F) = 0. q > 0. 

II o (.1/". F) es un espacio de secciones de un espacio fibrado. 

indicación Aprovechar el hecho de que es posible prolongar una 
función suave del dominio U sobre toda la variedad M". 

problema ii Sean A'* 11 '. P" ) . A' 12 ', tros haces, donde para todo U 
de forma esférica lo suficientemente pequeño, tengamos una sucesión 
exacta de los grupos: 

ftri Pir 

0 -v Ftf -L- F$‘ — F'J' — 0, 

Con esto, todos los ct v y p u conmutan con las aplicaciones 
i„ v .: Fu ' A“v', fc = 0, 1, 2. Construir una sucesión exacta de 

cohomologías 

0 -v //•(.VP, A’< n > -Í- A/»(A/\ Fi‘>) — 

A‘ ,2 ‘) — //'(.VA", F l0 >) — 

-i- //> (A/”, F'") -t- //' (Ai", F< ! >) -i- 

■L fto>) X ... 

RiE'.ii.o i. Sean: Fu, funciones suaves reales en el dominio U; 
F$' un haz constante de forma F\V = í y A’)?’ funciones con valor 
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en G = S' = R/Z. Calcular //■ (,W n , A'<*>); clasificar los espacios fi- 
brados con el grupo G‘ = 5‘, utilizando los problemas dados arriba. 

ejemplo 2 . Sean: F¡]\ un espacio lineal de las [unciones holo- 
morfas en el dominio U; A"Í?’ = Z, un haz constante; Fff' engrupo 
con operación de multiplicación de las funciones hoiomorfas en U, 
que no se anulan. La aplicación a: I.—*F\!' es una inmersión (un 

encaje) de las constantes, la aplicación (5: A'íl’ Fu' tiene la for- 

P — 

ma / —► exp (2ni/), la inscripción del baz es multiplicativa. 

problema t. Demostrar que ol grupo U 1 (M n , A'< 21 ) clasifica los 
1-espacios fibrados holomorfos (véase 11], parlo ll, § 25). ¿Cuál es 
la relación del grupo //* (M". /•'“>) ron la clasificación do los espacios 
librados holomorfos. que son producios lopológicnmente directos 
(es decir, sin ftstructnra compleja)? 

ejemplo s Por definición, son tensores las secciones de diferentes 
potencias tonsoriales de un espacio librado tangente de los vectores 
y covoctoros. Con los tensores están relacionados los haces, donde 
F v son campos tensoriales suaves sobre el dominio V cr ,!/" en la 
base M”. En el caso cuando se toman tensores a milimétricos (con los 
índicos inferiores), o sen. formas diferenciales, podemos definir los 
haces A' 1 , donde Fjj son formas sobre el dominio U cz M n . Surge una 
«sucesión exacta de los haces» (es decir, de los grupos F' v para todos 
los pequeños dominios de forma esférica U c M n ): 

0 fí F° -i- f 1 -i- ... -Í- F" -*■ 0 (4) 

Aquí R es un haz constante (constantes) y el operador d en cualquier 
dominio (/ transforma las formas del grado i en las formas del grado 
í + 1. La exactitud de la sucesión de los haces (-4) se deduce del 
corolario 1 del teorema 1.2. que afirma que para los dominios peque¬ 
ños do forma esférica U cada forma cerrada m ron deg m >0 ps 
localmente exacta, o sea de dto = 0 y deg co > 0 se deduce ai = dui'. 
Escojamos un haz de formas cerradas r ¿\, c; F\¡, donde Z\¡ — Ker d 
(1-formas cerradas en el dominio l’c M n ). Tenemos una .sucesión 
exacta de haces, por definición: 

0 ->- R — F ,a ‘ 7,‘ 0. 

Consideremos la sucesión exacta do las coliomologías de oslos linces: 
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Utilizando el resultado del problema 4 (véase más arriba), tene¬ 
mos H' (tí’ 1 , /■'") — 0. Por eso tenemos una aplicación sobre («epi- 
moríismo»): 

Z ') -t- R) — 0. 

El núcleo do la aplicación ó tiene forma df, / es una función suave. 
De n «|mí concluimos 

//* (iVf, i?) = Ker d/Im rf = II o (M“, Z')/(df) 

(o sea clases de formas cerradas por las exactas). 

Complicando este razonamiento, es posible obtener ya mencionado 
«teorema de Rham» (véase § 6 ): los grupos de rotiomologíns determi¬ 
nados mediante las formas diferenciales coinciden con los simpliciales 
H q (A/“. 1) para todo q. Mostremos esto para <7 s£T 2. 

Consideramos los bacos 

a) FÍ/fí-Fbi f>) Zb = d(Fb) 
son 2 -formas cerradas. 

Tenemos dos sucesiones de liaces 
¡>) 0 R — F" F°IR -v 0; 

b) 0 — F n /R JL F' — Z* -» 0. 

De la sucesión exacta do cohomologías para a) concluimos, utilizando 
el resultado del problema 4 (véase más arriba): 

a) H l (M n . F°/R) sí IP (AP. R). 

Do la sucesión exacta b) tenemos: 

b) Z 2 )i(df) sí H' l.lf'V F v /R). 

Puesto que H" (M v , Z a ) son formas cerradas, tenemos definitiva¬ 
mente: 

Z* (A f”)/(df) sí IP (Ai”. R). 
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PUNTOS CRÍTICOS DE LAS FUNCIONES SUAVES 
Y DE LAS HOMOLOGÍAS 


§ 15. Funciones de Morse y complejos celulares 

Supongamos, que en una variedad compacta suave M sea 
dada una función de Morse (o sea. todos sus puntos críticos son no 
degenerados). Estudiaremos la estructura do las superficies do nivel 
f c — {/ (x) = c) y de dominios de menores valores M e — {/ (*) c}. 

i.bma i. (M. Morse). Sean: f (x). una función suave sobre M\ x a . 
un punto estacionario no degenerado o crítico para f. Es posible hallar 

tales coordenadas locales y' . y" en el entorno del punto x 0 , que en 

estas coordenadas la función f se escribirá así: f ( y *. y") = 

■= —({/')’ — ... — (p x )* + fy x+, ) a + . . . + (y n y. (El número 1. se 
llama índice del punto crítico.) 

demostración. Al principio, hagamos la demostración cuando 
n = 2; para n mayores los razonamientos son completamente aná¬ 
logos. 

En virtud del carácter local de la afirmación del lema, os posible 
considerar, que f (x,. i,) es dada en un disco DI (0) de radio e > 0 , 
/ (0) <= 0, donde 0 os un punto crítico para /. Existen funciones 
suaves g„ g a tales, que / = x'g, + g, (Ü) = . 

dx l 

En realidad, tiene lugar la igualdad: 
i 

J f (tx) di =* f (i ■ z) — / (0-z) = / (x). 
o 

Luego 

/(*) = ¡ J TZ Lx * dt = *‘ ]-^~dt^^g a (x). 
o x 0 

donde 

0 


12 - 0»120 
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Está claro que g a (0) -■= 0, puesto que el grad /(0) = 0. Por consi¬ 
guiente, existen funciones suaves fc ttB (x) tales, que g a (x) —■ 
= x p /í oB (x). Así:/(x) = x“x&fc aB (x). donde se puede considerar, que 

A oB = ft B »• Luego: h (0) = || ft aB (0)l| = || | ■ En ■'ealidad: 

*»(*>- 5 ^*-^ 5 ^"- 

o o 


Do aquí 


A«b(0) 


_ 0V (01 
dx a dj 


Luego hagamos la demostración del lema con n = 2. En las 
coordenadas locales (i 1 , x*) la función / es de la forma: 

/ = (x 1 )* h u + 2x'x l /i, 2 + <**)* h». 

Se puede considerar que h¡¡ (0) ^ 0. En efecto, la matriz || h at¡ (0) |) 
es simétrica y regular y por eso os posible, mediante cambio lineal 
de coordenadas, reducirla a la forma diagonal. Ya que desde el 
principio se hubiesen podido considerar las coordenadas (x 1 . x l ) 
tales, que ||A aB ( 0 ) || es do forma diagonal, y se puode decir que 
h u (0) =?*= 0. Entonces h lt (x) */= 0 también en algún entorno abierto 
del punto 0 , y en este entorno tenemos: 

/<*) = A,. ((x>) J + 2x'x* -£*•+(**>’ $*•) +<**)» [Kt- Jk) = 

-*«(*'+■& «•r+w (*»-■&)• 

Puesto que h n k it — AJ, =j= 0 en algún entorno del punto 0 (la matriz 
|| h^a ( 0 ) || es regular), entonces, efectuando el reemplazo 

obtenemos: 


7o/‘. p *)=± o/ 1 ) 2 ± (y 1 ) 2 - 

Debido a que el cambio de coordenadas es sin duda localmcnte regu¬ 
lar, el lema queda demostrado. 
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Demos la demostración del lema de Morse en el caso de un n 
arbitrario 

Recordemos, que es simétrica la matriz || h a( , (0) || arriba intro¬ 
ducida. En adelante pasamos a la demostración por inducción. Sea 
que la función / en las coordenadas y 1 , y 2 . y" ya tiene la forma 

/ (y) = ± (p') 1 ± ... ± (p*-‘)*+ 2 pVf’ae (p). 

o. 

donde las funciones P atí (y) forman una matriz simétrica y regular 
en el punto 0. Está claro, que cuando A: = 1 se cumple este supuesto 
de inducción (véase la construcción de la matriz || h a « ||, que desem¬ 
peña el papel de la matriz || P ae || cuando k = 1). Heescriblmos la 
función f (y) de la siguiente manera: 


/ (p> ~ ± ( y ‘)* ± • • • ± (p‘-‘) 2 + P « (y) (p*) 1 + 2 pV*.» (p) 

a. 

(a p cuando p «= k > 

la matriz (n X n) || P at (y) || está representada en la fig. 49. Puesto 
que li P a n II es simétrica y regular, existe un cambio lineal de varia- 



Flg. 49. Fig. 50. 


bles y h . y h *' . y " tal. que en un punto (en el origen do coordena¬ 

das) la matriz || Pr>v ( 0 ) || se reducirá a la forma diagonal; en parti¬ 
cular, se puedo considerar que las coordenadas y h . y" son esco¬ 
gidas exactamente de esta manera y, por cons iguiente. P kh (0) 0. 

Consideremos la función q (y) = y \ P hk (y) | y efectuemos el cambio 
de las variables: (p ¡ ) (z ¡ ) por fórmulas 

z' = !/‘ con 1 ; 

** = f(P>(p* + Sí**®*)- 

O* 

Hallemos el jacobiano de cambio (y) (z) en el punto 0 (vea.se 

la fig. 50). Es evidente que -~^^= ¡ q(0) = Y{ /*** (0) |^0, o sea 
det / (z, y) = 0. Según et teorema sobre las fnneiones implí- 





180 


Cap. 2. Punios críticos y homologías 


cilas. las funciones (a*. z") son coordenadas locales en algún 

entorno suficientemente pequeño del punto 0 (lo quo es evidente, 
en virtud de que la matriz del cambio de coordenadas es triangular!. 
Así, obtenemos: 




1 («) 


¡>k 

,.l P l» 


Pkk 


-MS^-frr+M-ár- S.v‘S-)S^+ 


+ S ^'/^a8 = ±Ú , ) 2 rt ...±(a*) 2 + S 

ci.fl -fc + l 


El paso de la inducción ha concluido, lo que demuestra la afirmación 
necesaria para un n arbitrario. 

observación. El lema demostrado no es muy importante para el 
estudio de las superficies do nivol de la función / ( x ) en un ontornq 
del punto crítico. Está claro do antemano quo la topología de los 
niveles se defino por la forma <P¡ a causa de su regularidad. 

lema 2 . Sea j (x) una ¡unción suave sobre una variedad compacta 
cerrada M m y que el segmento [a. b] (donde a < b) no contenga valores 
críticos de la ¡unción ¡ (es decir, en el conjunto f~ l la, 61 no hay puntos 
críticos). Entonces, la variedad /„ es difeomorfa a ] b y la variedad M a 
(con borde) es difeomorfa a ,\í b . 

demostración. En virtud de compacidad de Ai se tiene un e >0 
tal. que el segmento [a — e. b + el tampoco contiene valores críti¬ 
cos de la función / (r). Se puede considerar, que en M es dada una 
métrica positiva de Riemann; entonces vamos a examinar un campo 
vectorial grad ¡ (x) = o (x). Este campo no Heno singularidades en 
la variedad (con borde) /-* la — e, b + el y v (x) es ortogonal res¬ 
pecto a las hipersuperficies de nivol f~ l (a), a ^ a ^ b. Considere¬ 
mos las trayectorias integrales del campo o (x), que comienzan en 
(b) y terminan en f-' (a), véase la fig. 51. 

En virtud de la compacidad do M, es posible realizar la defor¬ 
mación suave de la superficie (b) a lo largo de las trayectorias 
integrales del campo o ( x) sobre la superficie /-* (a). Es evidente, 
quo f- 1 ( 6 ) y /-* (a) son difeomorfas. Por analogía se determina el 
difeomorfismo entre M a y M b . ya que la preimagen completa 
/-* [a, 6 ] es difeomorfa a /„ X /, donde / es nn segmento. El lema 
queda demostrado. 

Ahora consideremos la conducta de las superficies de nivol cerca 
de los puntos críticos de la función / (x). 

Sea x„ £ Ai” un punto crítico no degenerado para / (a), donde 
f (#„) = 0 . Entonces, en vigor del lema 1 (de Morse). en un entorno 
bastante pequeño U (x a ) del punto x 0 se pueden introducir uúas 
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coordenadas curvilíneas a*. . . *" tales, que / (x) = — (x 1 ) 2 — . . . 

. . . — (aA) ! + (aA +') 2 -+■ . . . 4- (a") 2 . Consideramos que el centro 
0 del entorno U (x 0 ) está ubicado en x„, y que ! (0) = 0. Examinemos 
tres hiporsuperficies: / 0 . f t . J. t . donde e, > 0 os bastante pequeño. 
Estas se dan por las ecuaciones (en el dominio C) 

í ° 

(_ *i)*_ ... _ (,X)í + (**+')*+ ... 4- (x”) 2 =| e. 

Aquí X es un índice del punto crítico. Es evidente, que en las coor¬ 
denados (x 1 , . . x n ) la superficie f 0 es un cono con un vértice en 0, 
y ambas superficies f ±e son hiperboloides (véase la fig. 52). 




Fig. 52. 


lema 3. En el caso, cuando /-* I— e. e) = A/+,\A/_ e contiene 
sólo un punto crítico del índice X, la variedad Af +e es de tipo homo- 
tópico de un complejo celular, que se obtiene de AIal pegar a A/_® 
una célula <4 (de dimensión X, donde X es un índice del punto crítico x„). 
a la frontera /.„ = dAI. t . 

demostración. Construimos la deformación q M+ t M + f , 
donde tp„ = 1 , y q,: A/+*-*-A/_ B U ° x idéntica en .M_ e ; la exi¬ 
stencia de tal deformación demuestra el lema. Consideremos un 
campo vectorial n (x) = —grad / (x) y, en calidad do q, consi¬ 
deremos Ja deformación de puntos x fuera de A/_ e y fuera del entorno 
U a lo largo de las trayectorias integrales del campo o (x). En el' 
entorno U, en calidad do ip t , consideremos la deformación mostrada 
en la fig. 53. Aquí el segmento AH representa condicional mente nr* 
disco D*- (x l , .... x l ). cuya frontera (la esfera .S*— 1 ) está sumergida 
suavemente en el borde /., del dominio A(en el dibujo X = 1 
y la frontera —la esfera 5° — es un par de los puntos A y U). El 
resultado de deformación se muestra en la fig. 54. El lema queda 
demostrado. 

teorema i. Cualquier variedad suave compacta conexa cerrada M n 
es del tipo homotópico de un complejo celular, en el cual a cada punió 
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.crítico P K del índice X le corresponde una célula de dimensión X, donde 
[P¡ ] son puntos críticos de cierta función de Morse sobre M. 

'demostración. Consideremos la función de Morse sobre M, donde 
en cada nivel crítico / se halla exactamente un punto crítico. Hay 
muchas de estas funciones (véase [ 1), p. II. § 10). De manera que el 
teorema se deduce de los lemas anteriores y del teorema 5 del § 10, 
p. II del libro (1|. 

En una serie de casos las propiedades analíticas de la función / 
restringen los índices de los puntos críticos. 

problema I Sí / = Re F (2 l .z") es una parte real do la 

función complejo-analítica en C". entonces el índice es igual a n 
en cualquier punto crítico no degenerado (zj.zj) ■= z 0 . 



Fig. 53. Fig. 54. 


problema 2 . Si / es una función armónica en DI", entonces el índice 
do un punto crítico no degenerado no puedo ser igual a 0 o n (princi¬ 
pio del máximo). 

Pero no hay funciones armónicas y analíticas sobre una variedad 
compacta. Indiquemos una aplicación topológica del resultado del 
problema 1: sea M tn una subvariedad compleja compacta en CP N = 
C N UCP£" 1 . Entonces la «parte finita» V de la variedad M in 


se halla en C s . La intersección W 


f) M* n es «sección 


hiperplana». La parte real de una de coordenadas complejas en C w 
da una función de Morse / en una parte finita V de la variodad AP n . 
Todos los puntos críticos para / tienen un índico n. De aquí y del 
teorema os fácil deducir, que la variedad M in es hoinotópicamente 
equivalente a un complejo celular IIP U °i U • ■ U U ®*"i 

donde k es el número de los puntos críticos de la función / en la parta 
finita V cr C n . (Demostrarlo meticulosamente). De aquí se deducen 
las igualdades 

n, (W) = n, (M*"). í < n — 1, 

H,(W) = lí,(M ln ), i<n — 1 ó n<i<2n. 


La inmersión (el encaje H n (W) H„ (.Vf» n ) es un homomorfismo 
sobre (epimorfismo). 
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§ 16. Desigualdades de Morse 

Hay una estrecha ligazón entre el número de los puntos esta¬ 
cionarios (críticos) de las funciones f (x) sobre la variedad suave 
cerrada AP y las invariantes topológicas de variedad, o sea, grupos 
de homologías, característica de Euler, etc. 

En el § 15, p. II del libro [l] fue dado el teorema de que el número 
2 (— i) } ' Hi. (/) no depende de la función de Morse / sobre AP y 
>.2¡u 

coincide con la característica de Euler. Aquí p,. (/) es el número de 
los puntos críticos del índice X para /. Utilizando los resultados del 
§ 15 obtenemos la siguiente afirmación: 

teorema i. Si bk (A/") son rangos de los grupos de homologías de la 
variedad AP ( con cualquier campo de coeficientes), entonces tienen 
lugar las desigualdades (de Morse ) para cualquier función (de Morse) 
J sobre AP (o sea, la cual tiene sólo puntos críticos no degenerados): 

Px (/) 5= b¡, (AP) para lodo X = 0. 1 . n. 

DEMOSTRACION. Según el teorema 15.1 de este capítulo la fun¬ 
ción / engendro sobre la variedad AP una estructura de espacio celu¬ 
lar. Esto significa, que la variedad AP es homotópicaraento equiva¬ 
lente a un espacio celular K. que se obtiene mediante sucesivas 
pegaduras de las cólulas K ¡+1 — K¡ |J al mismo tiempo el 
número sumario do las células de dada dimensión X es igual precisa¬ 
mente al número p* (/) de los puntos críticos / del índice X. Como 
ya está demostrado en el § 4 (véase el teorema 4.1), semejante espacio 
celular es equivalente horaotópicamente a un complejo celular K 
con el número do células p,. (]) de dimensión X. De manera que K 
es equivalente homntópicamente a A/“ y H q (K) = H q (AP) para 
todo q y todos los coeficientes G. Ya que el rango del grupo de homo¬ 
logías ff>_ (K) siempre es no mayor que el número de células do 
dimensión X, el teorema está demostrado. 

Este teorema, sin embargo, no da un juogo completo de relaciones 
entre los números p x (/). que están identificados simplomente con 

los números de células del complejo K ~ AP, y los números de 
Betti b¡. (AP) = (rango H k (AP)). Conocemos una relación más 
< véase el § 2). 


2 <-l> l *x = 2 <— 1)^ I*a(/>. (1) 

X^O AJaO 

El juego completo de estas relaciones es cómodo expresar algebraica¬ 
mente así: formamos las funciones generadores P (AP, t) = 2 
(polinomio do Poincaré de la variedad AP) y Q (AP, /. t) = 2 Px (/) t x 
(polinomio de Poincaré de la función / definido de hecho para cual- 
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quior complejo celular K, donde p>. es el número de células de di¬ 
mensión X). Entonces de (1) se deduce, haciendo t = —1, que la 
diferencia Q — P se divide por (1 + t). Resulta que la razón 
(Q — p)/1 -j- t tiene coeficientes no negativos (enteros). La demos¬ 
tración será dada más abajo en un aspecto más general. Es cómodo 
también generalizar las desigualdades de ftlorsc en una función con 
puntos críticos degenerados. 

Sea 1 (x) una función infinitamente diferenciable. 

definición t. El punto x 0 £ M se llama punto lopológicamente 
regular para la función / ( x). si so tiene un entorno abierto U = 
=, U (x„) homeomorfo al producto directo de la superficie de nivel 
por un segmento {/-* (a)) X / l—e, el (donde a = / (z 0 )), (véase 



la fig. 55). Al misino tiempo, es necesario, que este homeomorfismo- 
realice un homeomorfismo de fibras, para que las superficies 
(/-* (a), t) coincidan con las superficies do nivel /-' (a + t) en el 
entorno U. 

definición 2, Al punto x 0 g M so le llamará punto bi/urcactonal 
(punto do bifurcación) para la función /, si x 0 no os un punto topoló- 
gicqmonte no degenerado. 



Consideremos ejemplos. Si x 0 6 •/ es un punto crítico no degene¬ 
rado de la función de Morse / (x) sobre M, entonces, evidentemente, 
x„ es un punto bifurcacional (véase la fig. 56). 
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Pero el punto crítico degenerado x 0 de la función suave / no- 
siempre es un punto bifurcacional. 

ejemplo. Consideremos M — R l (x), / (x) = x s , x a = 0 £ R 1 . 
Entonces, x 0 os un punto crítico degenerado para /, pero, al mismo 
tiempo, x 0 es un punto topológicamcnte no degenerado (no 4 bifurca- 
cional) para / (véase la íig. 57). 


T 

Jf-x• 

71 

Xg'O X 


Fig. 57. 


r 

\ 0 ’f(x„) 


Sea M n una variedad suave compacta cerrada y sea tolerable 1¡» 
función suavo / (x), es decir, que tiene un número finito de puntos- 
bifurcaciouales (por ejemplo. / es la función de Morso sobre M). 

Sean c¡, c t . c x (A'< co) valores criticos para la función 

/ (o sea. f~' (c a ) tiene por lo menos un punto bifurcacional). Como 
/ tiene sólo un número finito de los puntos bifurcacionales. todos 
ellos son aislados. Sea (x ) 0 un conjunto do puntos bifurcacionales en 
nivel {/ (x) = c a ). Consideremos = {/ (x) < c B ). Los grupos 
relativos de homologías //„ (M ra = A/ Oo \{x) a ) son los importantísi¬ 
mos invariantes de puntos bifurcacionales do la función /. (Al grupo- 
fl h (M, a , A/ Ca \ (x} a ) es posible comprenderlo, a causa del aisla¬ 
miento de. los puntos {x}„, como el grupo //* (A/ tB , -V{x}._c). 
donde U {x) a es un juego de entornos abiertos bastante pequeños 
de los puntos {x} a . 

definición a. Al polinomio de Potneari de la fundón f: M -*-R* 

iV n 

lo llamaremos polinomio Q(Af. f. 1 ) — S S ó» (M t . M ,■ *v{x} 0 ) <*, 

a=* 1 

donde b h (X.Y) = dimII k (X. V). 

teorema 2, Sean P {Ai, i ) y Q (. 17 . /. t) los polinomios de P o mearé 
arriba introducidos. Entonces, la diferencia Q — P se divide en 1 + f, 
y la razón ((? — P)l 1 -4- í tiene coeficientes enteros no negativos. 

lema i. Sean a < b dos números del dominio de los valores de la 
función f: M —*• R . 1 tales, que en el segmento | a, 61 no hay valores críti¬ 
cos de f. Entonces. M„ se contrae a M b , y 7/, (M„, Af b ) = 0. 

La demostración del lema fue dada en el § 15 para las funciones- 
de Morse. La demostración general la omitimos. 
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lema 2. Tiene lugar la igualdad 

bk (Me a< Me a \ {^Ja) = b k (Mc a +ei Mc a -e) 

para algún e >0 suficientemente pequeño. 

demostración , Es suficiente demostrar que son isomorfos los 
mismos grupos H h (M Ca . A/c a \(-i} a ) y #k(A/* a +«. A/«. a _ c ). Esta 
-última afirmación se deduce de la definición de grupo 
H h (Mr a , Af Ca \{a:} a ) y del lema precedente- Consideremos ahora 
tres polinomios del tipo do Poincaré de forma especial: P(M a ) = 
- S b h (M a ) f; P (Afj, M a ) = £ b k (M b . M a ) t\ donde a<b 

ifci i*) 

(o sea. A/ b =>Af„); P (Imd) = 2 dim (Tin d h , { ) t k . donde el operador 

(»> 

ó*-.,: .!/„) II h (A/,,) es un operador de frontera en la 

sucesión exacta del par (M b , M a ) (véase el § 5). 
lema 3. Tiene lugar la igualdad 

P (.IV AI a ) — {P(M b )— P (M„) = (1 + t) P (Im d). 

demostración. Consideremos la sucesión exacta homo lógica del 
•pnr (.!/(,, Af„): 

¡I A*. <**. Ma) — - Hk (Ma) — H k (M b ) -U 

— Hk (AV Af„) -i Hk-i(M a ). 

De la exactitud de la sucesión se deduce el siguiente sistema do 
-relaciones; 

bk (A/„, M a ) = dim (Im (;)) 4- dim (Im (d*)); 
dim (Im (/)) =* 6 , (A/ b )— dim I (i)) = 

= b k (M b )-(bk (MJ -dim (Im (d**,))} = 
- {bk (M b ) - b k (Af a )> + dim (Im («»♦,)); 
J> k (M h , Af.) — dim (Im (/)) - b k (M b , MJ — <6 k (A/ b ) - b„ (A/„)} - 
— dim (Im(d**,)) = R k — dim (Im (d*.,,))— dim(Im(d»)). 

-donde R k =*b k (M b , M a )-{b k {M„)-b k (Af a )}. 

Así: R k = dim (Im (d» +1 )) + dim (Im (d k )). 

t h R k = t h dim (Im (d*+,)) 4 - ¿ (í * -1 dim (Im (d*))), 

■o sea, S t*Rk = (1 4-f) /* (Im d). lo que demuestra el lema. 

Ahora pasemos directamente a la demostración del teorema. 
•Consideremos todos los valores críticos c,, c t , . ... c N (N < oo) para 
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la función / ( x ) (o sea tales, que en f-' (cj) hay por lo menos un solo 
punto de bifurcación de la función )). Luego consideremos los núme¬ 
ros a,, a,. a a n+1 tules, que < c,, a¡ < Cj+j < «i+il 

c N < a N +1 (o sea, los valores no críticos {n¡¡ dividen a los valores 
críticos {c ( }¡ véase la fig. 58). 


a, c, ai., c ( a, c¡., c„ a„„ 


Fig. 58. 

De los lemas precedentes obtenemos: 

P (Mo m ,A/ ü| ) -{P (M. m )-P (A/a,) = (1 + í) p (Im d),. 

Sumando estas igualdades según f. desde 0 basta N 4- 1, obtenemos, 
evidentemente: 

Q (A/, t)-P (Ma K J -P (A/«.) = (1 + 1) K (0. 

donde el polinomio K (t) tiene los coeficientes no negativos. Con 
esto, liemos aprovechado el hecho de que 

p M' t ) = P (A/ v A/ C( S.{i)/) 

(esto se deduce do los lemas precedentes). Ahora notomoa, que 
P (A/ awti ) = P (Ai), ya que a w+1 es posible considerarlo tan grande, 
que fl„n>máx/(i). y por eso A/ 0 =Af; luego: P(A/ a .)“=0, 

acCAf 

puesto que a Og es posible considerarlo escogido de tal modo, que 
a 0 < mín/(x), o sea. A/„ o =0, y en la definición del polinomio 

xC M 

de Poíncaré la sumnción por fe comienza desde fe = 0. Así, definitiva¬ 
mente, Q (A/, f) — P (A/) =» (i -f- t) A' (/), lo que demuestra el 
teorema. 

Aboca consideremos los corolarios de esto teorema. Sea tomado 
en calidad del grupo de coeficientes G un grupo R de números reales. 
Entonces, los números b h = rang (H h ) se llaman números de Betti 
del espacio M. Sea / una fuución suave tolerable sobre la variedad M\ 
escribimos el polinomio de Poincaré para / (x) en forma Q (M, /) = 
*= 2 Puf*' y el polinomio de Poincaré para M en forma P (M) = 

h>0 

= S ófcí*. Los números [i h los denominamos «números de Morse» 

de ía función suave /; (una interpretación particularmente clara de 
estos números surge en el caso, cuando / es una función de Morse 
sobre M). Entonces, en virtud del teorema arriba demostrado obte¬ 
nemos: 

Q (A/, f)-P (Ai) = S (P» - b„) f = (1 + I) K (f). 
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De aquí obtenemos que el polinomio (|i> — b¡¡) Y tiene los coefi- 

ii * 

cíenles no negativos, o sea, PuSsi»- De manera que los numero» 
de Betti b„ de la variedad M estiman por abajo los números de 

Morse u*. Luego. £ M* = 2 V* + (1 + í) K (l); para t = -1, oblcne- 
i*i '*) 

mos V (_ j)* p„ = S(— l) fc i»»,- donde en el segundo miembro se 
encuentra la característica de Euler de la variedad M (suma de 

alternación de los números de Betti: X(A/)=*S(—!)*£*)• De ma- 

<*> 

ñera que la suma de alternación de los números de Morse)para 1» 
función arbitraria tolerada / sobre M resulta un invariante liomotó- 
pico de la variedad M (en particular, ella es la misma para la función 
arbitraria suavo /). 

Luego desarrollemos en serie (1 + l) _1 respecto a t: 

< i +*)-'-2 

a»o 

entonces 

(2 (h*-W f*) 2 (-i)°i«>o. 

(*) O=”0 

es decir, la serie del primer miembro tiene por sus coeficientes 
(después do la reducción do términos semejantes) los números no 
negativos. De aquí, fijando cierto X. obtenemos el sistema de la» 
siguientes desigualdades: 

(P0-&0) + 

+ (Ps- ftr) < -1 ) X ' 2 + • • - + (P* - M > 0 ' 

es decir, 

Pl — px-I + Px-2— ...±, Po¡> 6 x— fct-i + b \-2 — • • -± *0- 

Sea ahora ¡ (x ) la función de Morse sobre una variedad compacta 
M. En este caso los números {p*} adquieren un sentido particular¬ 
mente geométrico. Sea x„ un punto crítico no degenerado (y. por 
consiguiente, bifurcncional) para la función / (x) (sea (índice x„) == 
<= X). Hallamos las dimensiones de los grupos II * (M c , M c \(x 0 )) = 
= H * (M c + t . Mc-%)- donde e > O es lo suficientemente pequeño, 
c = ] (x n ) es un valor crítico; además, sea x 0 un punto crítico único 
en un nivel critico/- 1 (c). 

Puesto que se cumple la identidad (X, Y) = II * \XÍY, ) 
para un par de complejos celulares (X. Y) (donde Y es un subcomplejo 
del complejo X), entonces (.l/ e + e .l/ c _e) = *)• 

En virtud de la equivalencia homotópica anteriorriiente estudiada 
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Al c+t ~ M r _ e U (donde a* es un célula de dimensión X), tene¬ 
mos. que //, (M c +¿Af c -i, *) as /?« (a*/3a*, *) as //* (S x . *). 
donde o*-!do x = S x es una esfera de dimensión X. Así, 

. í R, si k = X, 

M c ) \ (* 0 )) a H„ <.S\ *)= | 0 sl A .^ x 

Consideremos algunos ejemplos instructivos, cuando x„ es un 
punto crítico degenerado para / ( x). Sea, por ejemplo, / ( x , y) = 
= Re (z"). donde z = x + iy. En la fig. 59 se muestra la conducta 
de los niveles de /. De manera que M e+e /M as S' \/ SK 



Fig. 60. 


Como hemos demostrado anteriormente, mediante perturbacio¬ 
nes pequeñas de la función /, es posible transformar los puntos críti¬ 
cos degenerados en una reunión de puntos críticos no degenerados. 
En el ejemplo examinado, el punto 0 para Re (z n ) se desintegra en 
la reunión (n — t) de las singularidades no degeneradas (véanse 
los detalles más arriba). Esta observación es el reflejo de una afirma¬ 
ción general: el polinomio Q (M, /) no se cambia con una perturba¬ 
ción bastante pequeña de la función /. En efecto, Q ( M , /) está expre¬ 
sado por los términos de los grupos de homologías relativas 
II» M c _ e ) que. evidentemente, no cambian ante perturba¬ 

ciones suficientemente de la función /. De manera que el polinomio 
Q ( M , /) nos comunica, que cantidad de puntos críticos no degenera¬ 
dos de cada índice X surgo con la'dosintegración de las singularidades 
degeneradas de la función / (para una perturbación suficientemente 
pequeña de la 'misma). 
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Para finalizar, consideremos uu ejemplo más de la singularidad 
degenerada de /. Sea / {x, y, z) — x 3 — 3x (y- -r z 2 ). 

Dejamos al lector la comprobación, utilizando la fig. 60. que 
para el caso Af e +JAJ C — ~ S' \J S 2 . y calcular las homologías 
H+ A/ c - e ). 

§ 17. Función regular de Morse-Smale. Asas. Superficies 

Es posible demostrar que en cualquier variedad cerrada conexa 
suave compacta, siempre existe una función de Morse que tiene un 
solo mínimo y un solo máximo. 

Por ejemplo, para las variedades orientables bidimensionales- 
Mg os posible hallar tal (unción entro las funciones de la altura para 
las inmersiones «buenas» de la superficie en R 3 (véase la fig. 61). 



Fig. 61. Fig. 62. 

Se puede mostrar, que en una variedad siempre hay funciones de 
Morse con los valores críticos ordenados respecto a los índices, o sea,. 
} (a:*) = i (x„). donde l=(iy / (*>.) > / (*,.)• donde X > p. |c 
son índices do los puntos x>. y x„ respectivamente. A estas funciones 
se las denominan a veces «regulares» (o funciones de Smale). A dife¬ 
rencia de las funciones generales de Morse. estas funciones de Morse 
ya no serán densas por doquier en el espacio de todas las funciones 
suaves sobre M. 

teorema i. En cualquier variedad cenada suave compacta siempre 
hay una junción regular, que tiene exactamente un punto de máximo 
(punto del Indice X ~ n = dim M) y exactamente un punto de mínimo’ 
{punto del índice 0). 

Sí ahora, de acuerdo con el teorema del § 15, se reconstruye por 
la función regular de Morse la partición celular de M", entonces en 
cada paso se pegarán células de dimensión mayor que la dimensión- 
de las células precedentes. 

demostración del tborema Introducimos una noción útil com¬ 
plementaria: campo semejante a gradienlal para la función suave 
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/ ( x) sobre M". Designamos por £ (/) la derivada de la función / a le 
largo del campo £. 

definición i Un campo vectorial suave £ sobre M se llama seme¬ 
jante a gradiental, si: 1) I (/) ¥= 0 sobre un conjunto . . . 

. . ar w }, donde {a^} son puntos críticos para la función de Morse /; 
2) para cualquier punto x, hay un entorno abierto U (x¡) tal, que- 
en cualquier sistema de coordenadas, en el cual 

/<*)!«*,>=/(*<)- 2 (■**>• + Í <**)*. 

* fe-l h-X+l 

el campo £ es de forma 

£(*)-(-*«, .... —a*; **+».*»). 

Es evidente, que para cualquier función de Morse /sobro M hay 
tales campos £ (por ejemplo, £ — grad / respecto a alguna métrica 
de Riemann sobre M). 

Sean x¡ g M un punto critico para /, (índice x¡) *= X y £ un campo 
semejante a gradiental para /. Consideremos así llamado diagrama 
de separntriz del punto x¡, o sea, el total de todas las trayectorias 
integrales del campo £, entrantes o salientes del punto x t . Entonces, 
en el entorno U (x¡) este diagrama tiene la forma representada en 
a fig. (12. 

Las trayectorias entrantes llenan el disco D k (i 1 , . . x x ); las 
salientes, el disco D n ~ x (**+», . . x"). 

Consideremos dos esferas: S x ~ l = D x n {/ (*) =» / (x,)—e); 
S n ~ > '~ , =D n ~ x (]{f(x)~ f(x,)+e) para un e suficientemente 
pequeño. Se puede considerar, quo S x_l = óZ?, ■S’"'*" 1 = dD"'*' 1 
en el entorno U (x,)\ véase la fig. 63. 

Consideremos una «dilatación» do los discos D x (x t ) y D“~ x (x¡) 
á lo largo de las trayectorias integrales del campo £; entonces las 
esferas S K ~ l (xj) y 5 n_x_1 (x,) también se deformarán suavemente 
de algún modo, moviéndose a lo largo de las trayectorias sin auto- 
secarso hasta que encuentren algún otro punto crítico x¡. (Claro que 
las trayectorias del campo £ pueden intersecarse sólo en los puntos 
críticos de la función /.) 

lema i. Sea que en la jibra = f- ¡ la', ó'] hay sólo 

dos puntos críticos x 0 e y 0 de la junción f, con esto a' <C a = / (x„) <; 
< / (i!o) = b <b'\ sea £ un campo semejante a gradiental para f. 
Supongamos que en la jibra /-' (a', 6'] se cumple la relación D T ~ x (x 0 ) f) 
fl (y 0 ) ~ 0 (aquí X — ind (x„); X' = ind (y u ))- Entonces en la 
variedad M n hay una nueva junción de Morse g tal, que j = g juera 
de /-’ la', b' 1, además g tiene sobre M los mismos puntos críticos que 
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la función /; el campo £ es semejante a gradiental también para la 
función g\ g (x 0 ) > g (y 0 ); g = / + const en los entornos U (z 0 ). 
U (y 0 ). a 

dümostiíación. De las condiciones del lema se deduce que en la 
fibra / _l [a', b’ | no se intersecan los diagramas de separalriz de los 




¡puntos x 0 e y„ (váase la fig 64), o sea, (D"~ k (x 0 ) (J D k (r 0 )) fl 
n (D"' x ( y 0 ) U £> v (y„)) = 0 Designemos: W = /' l la', 6']; 

A = D n - K (x 0 ) u B =* D"-*-'(y a ) U & (ihY 

Entonces, es evidente 

W \ {A |j B) es (r m \ {(A U B) fl /- (6'))) I la • <>'1 ^ 

ss /-* (a') \ ((A Uí)íir (o'))) /1» , b‘\ 

La misma relación puede ser escrita asi: el complemento H'\(í4 U B ) 
es difeomorfo al producto directo 

(/-> (6) \ (*»-*' (y„) U (*•))) / la', b '] - 

^ (r* (a') \ (5 V_1 (y„) U 5 x -‘ (*„))) I la , &']. 

'donde I la', 6'] es un'segmento. (Para simplificar, consideramos que 
■a' = 0; 6' = 1.) En particular, el difeomorfismo entre la variedad 
t 1 (b')\(S»- x ' (y 0 ) U 5”" x_, (x»)) y la variedad f l (a')N(S*-’- 1 (y 0 ) U 
U S k ~' (x„)) a 0 realiza a lo largo do las trayectorias integrales y 
del campo £. Consideremos sobre )~ l (a') una función suave a (x) 
tal, que a (x) = 0 en un entorno suficientemente pequeño A fl f~‘ (a') 
y a (x) = 1 en un entorno bastante pequeño B (] /"* (a'). Es posible 
hacerlo, ya que A fl B¡= 0. Por la función a dada sobre j~ x (a'), 
vamos a construir una función suave ct (x) en todo W, prolongando ct 
con valores constantes a lo largo de las trayectorias integrales del 
campo § (estas trayectorias no se intersecan fuera de A U B). La 
función obtenida a ( x) sobre VP es constante a lo largo de cualquier 
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trayectoria y, que no se incluyo en un entorno abiorto de A (J B, 
a = 0 en U (si) y a = 1 en U (/?). 

Consideremos la función suave p (x, y) = s, dada por el gráfico 
de la fig. 65. 



Fig. ns. 


En la fig. fifi se muestra la evolución de las líneas de intersección 
del gráfico z = p (x, y) con el plano y = t (const) con el cambio de í 
desdo 0 hasta 1. 

Escribamos de la siguiente manera las condiciones formales pues¬ 
tas en la funcióu p: 

1 ) -^=-(p(x. p)):>0 para todo (z, y) y p (z, y) crece de On 1, 

cuando x croce do 0 a 1; 

2) p (o. 0) = 6; p(fc, 1) —n; 

3) 4-(p(í,0))3l pava todos x en un entorno de a; 

ax 

d — _ 

—=-(p (x. 1) = 1 para todo x en un entorno de b (véase la fig. 07). 


18—01 I2C 
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Definamos, ahora, la función buscada g (x) = p (/ (x), a (*))• 
x 6 W. Entonces g (x 0 ) = p (/ (x 0 ). “ (x 0 )) = P (“• °) > P ( b - *) - 
= P (/ (yo)’ « Or*)) = e (yo)- Así. g (*,) > g (yo)- De las condiciones 
1) — 3) en la función p. se deduce que la función g (x) satisface todas 
las exigencias formuladas en la condición del lema. El lema queda 
demostrado. , ,,, ¿ , \ — 

lema 2. Consideremos W = /"* la . b ]. Sean x 0 . y o € H 5 / (Xo) <■ 
< / (l/o) y X (x 0 ) = (índice de f en el punto x 0 ) > X (¡/o) = (índice de 
f en el punto i/ 0 ). Entonces, sobre M hoy una función g de Morse tal, 
que g (x„) > g (yo)', g tiene ¡os mismos puntos críticos que /; la función 
g (x) satisface todas las restantes condiciones del lema precedente. 




demostiiación En el caso cuando A fl B •= 0, el lema ya está 
demostrado (véase el lema precedente). En caso general. j4 f| 
ah 0. Reduzcamos este caso a la situación: A (] tí = 0. Examine¬ 
mos la superficie {/ (x) = 1/2) = V (consideramos a = 0; ó* = 1; 
0</(x„)<-j- <1 (yo) < 1). Hacemos 1 = 1 (x„), X’ = X (y 0 ). Sea 

A f) B 0. Esto significa, que S n-X_1 (x„) fl S* (l/o) ^ 0 ® D 
la superficie V, véase la fig. 68. (En realidad, si esta intersección 
es vacía, entonces A (]B = 0.) Puesto que (1/2 6 [a . b I no es 
valor crítico, entonces V" -1 es una variedad suave (n — l)-dimonsio- 
nal. y las esferas S n-A_l (x„) y 5 X ' _I (y 0 ) son subvariedados suaves 
en V. 

Por cuanto dim S n ~ i -~ l (x 0 ) + dim S x (y 0 )~ n—K —* + * = 

— n (>. y) —2<n —1. entonces se deduce del teorema gene¬ 
ral sobre ¿r /-regularidad (véase lll, p. II, § 10), que existe una 
isotopía de encaje (de inmersión) i: S x " l -*■ V, tan pequeña como 
se quiera en la ¡nraorsión próxima, la cual ya tendrá una intersección 
vacía con la esfera S n - X ~ i (x 0 ). Está claro, que es posible prolon- 
gar esta isotopía en un entorno pequeño de la superficie T , hacién¬ 
dola (a la isotopía) idéntica fuera de este entorno. Sometiendo el 
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campo semejante a gradiental | a la isotopía buscada, obtendremos 
ya dos diagramas A v tí do separatriz no intersecados (véase la 

fig. 69). 

Hemos reducido la situación al caso A [) tí — 0. El lema queda 
demostrado. 

De este modo queda demostrada por completo la afirmación 
del teoroma sobre la existencia de una función regular de Morse. 



Vig. 71. 


La segunda parte de la afirmación del teorema (sobre la existencia 
de una función regular de Morse con un máximo y un mínimo) la 
dejamos al lector romo un ejercicio útil (y bastante simple, parti¬ 
cularmente. para los variedades bidimensionales). 

Ahora consideremos con mayores dolalles el procesa míen lo de 
pegar una célula o* a la frontero do la variedad Af (véase más 
arribo). Aclaremos qué sucede con la variedad M. t después del 
«levantamiento más allá del punto crítico r>j* desde el punto de vista 
diferencial, es decir, cómo cambia la variedad M . desde el punto 
de vista de la llamada operación de la pegadura de asas. 

Consideramos el producto directo //? = // x D"~’\ donde D< es 
un disco de dimensión q. La variedad (con borde) Hj. se llama el 
asa do índice X. Claro que la frontera OH" es de forma OH" = 
= (0D X ) y. D n ~ x U D x x (0D n ~ x ) = (S x ~ x X £>”’) |J (D x y S"-’-'). 
Definamos ia operación de la pegadura del asa IIl a una variedad 
K" con un borde V"~ i =dK n . Sea S' ~' cr K" -1 una esfera suave¬ 
mente sumergida tal, que en un entorno tubular bastante pequeño 
(S ) (de radio e>0) se representa en forma del producto 
directo T t (S x ~ x ) as S x ~ x x D"~ x , donde {sxO’" 1 ). ifS’’ 1 son 
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discos ortogonales (normales), de radio e. a Ja estera S >m 1 (véase 
Ja fig. 70). _ 

Entonces se puede construir una nueva variedad suave K n 
con el borde l' 71-1 = i)K n . considerando la pegadura de Ii" con H% 
por la aplicación X ■ * Z>”' 1 — 7' e ($*"') sí S x ~' x D”“\ la 

dlf 

cual es un difeonvorfisnto de \ D”' 1 (que es una parte déla 
frontera 0//£) en el entorno tubular T t (S* _l ). La operación do la 
pegadura del asa //Jconre = 2 se muestra en la fig. 71. 

Suavizando los “ángulos" surgidos en los puntos x g dT„ (S* -1 ) = 
= S*"-' xS"' 1 ’ 1 , obtenemos una variedad suave K“ con un borde 
suave V n_l . (Esta suaviznción es mostrada con punteado en la 

^ En la fig. 72 se indica la operación de pegadura del asa H\ 
a K ». 





Fig. 73. 

En la fig 73 se muestra la operación de pegadura del asa H\ a K 3 . 

teorema 2 . Cualquier variedad suave compacta conexa cerrada M" 
es dl/eomor/a a una reunión de asas {//!}. donde P% son puntos críticos 
de alguna función de Morse sobre M”\ >- es índice de P% y a cada punto 
P% le corresponde un asa fP%. 

dbmostracion. Puesto que M a es difeomorfa a con a b, 
si en el segmento [a. b] no hay valores críticos do la función / (x). 
resulta suficiente con examinar el cambio de Af_, al pasar por el 
punto crítico P%. Consideremos una deformación suave 
(véase el lema 15.3), pero ahora la cambiemos del modo mostrado en 
la fig. 74. 
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El resultado de la deformación se indica en la fig. 75. 

Está claro, que el «eje» del asa es un disco (x' . x>-) 

compuesto de las trayectorias integrales del campo v (x) — — grad/ ( x) 
salientes de un punto singular del campo v (x). El teorema queda 
demostrado. 

Si, por el contrario, se da la descomposición de la variedad M 
en la suma de asas {//*), entonces es posible reconstruir una función 




F.p¡. 75. 



de Morse / (x) subre M" tal, que la descomposición de M en suma de 
asas, asociada con ella, coincide con la partición inicial de M en 
una reunión de asas {//>*). La demostración se hace por inducción 
según el número de asas y sus indices. Las asas {II',',} se pueden identi¬ 
ficar con los discos D ", cuyos centros se pueden declarar puntos 
críticos do índice 0, construimos la función / (.r). presentando sus 
superficies suaves de nivel f c fia función / (x) sorá definida no unívo¬ 
camente). Entonces, en calidad do superficies {/,.} en los discos 
{/}"} — {//j} Lomamos las esferas concéntricas con centro en los 
mínimos locales de la función / (x). Sea / (x) ya construida en una 
variedad suave {/< a) con un borde V" -1 = {/ = a} y sea que 
el asa //£ está pegada al borde V“~ l . Se requiere prolongar / (x) 
en el asa H’l. La prolongación se muestra en la fig. 7(i. 

La función obtenida g ( x) de nuevo resultó constante en el borde 
de la variedad {/ ^ a } (J H'i. por eso es posible prolongar el proce¬ 
samiento. 
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Consideremos las variedades bidimctisionalos {A/*} y sus descom¬ 
posiciones en sumas de asas cn concordancia con los teoremas 

arriba demostrados. Al mismo tiempo demostremos una vez más el 
teorema de clasificación de las superficies biditnensionales (véase 
cl 5 3). 

Examinemos sobre ,\P uua función regular de Mor.se / (i); sean: 

x„, un punto de mínimo (cl único punto de índice 0); x,. x N . 

los puntos do índice 1; x N+ i. el punto do máximo (el único punto de 
índice 2), además. / <x¡) < / (x, +1 ). 0<i<A'. Supongamos, que 
0 < / (x) < .V + 1 y / (xi) = t. Entonces, un conjunto 0 <. f < 
sC e < 1 es un asa H\ (homotópicamcnte equivalente a un punto 
o 1 ', que es célula de dimensión nula). Al pasar por el vfdor crítico 
/ (i,) = 1, surge la pegadura del asa H\ (véase la fig. 77). 



Cuando n = 2. hay sólo dos métodos de pegar el asa H\ a H J 
(véase la fig. 78). 

Ambos métodos son homotópicamento equivalentes pero distin¬ 
tos. si se consideran los difeomorfismos de las variedades con borde 
obtenidas: H\\) ,H\ a¿ S l X D l (cilindro); IP 0 (J ;t#í (cinta de 

Moobius). En el primer caso, se obtiene una superficie oriontable 
(con borde), en el segundo, no orientable. 

Prosiguiendo el procesamiento y pasando a los puntos x,, x 3 , . . . 
. . x N , pegamos on cada paso una célula unidimensional aj, 1 ^ 
< í < N\ y en los términos de asas; o bien pegamos S 1 X D l , o bien 
pegamos la cinta de Moebius. Al pasar por un punto x N (/ {x N ) = N), 
desde el punto de vista homotópica, obtenemos un ramo de circun¬ 
ferencias: V 5‘: cada circunferencia S‘¡ = a) Uo« corresponde a un 
punto crítico' x¡ (de índice i). El último paso consiste en pegar el 
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asa H\ as D z , o sea, do una célula bidimensional o 3 , homeomorfa 
al disco D 3 . De manera que M* os horaotópicamente equivalente a 
un complejo celular o» U o¡ U--. U^Uo 1 - y difeomorfa a: Hl (I 
U H\ |_l . . . U Ii\ U H\. La pegadura de la célula (asa) D s = //* 

T 

a la obtenida en el (N -f- l)-ésimo paso de la variedad K 3 con borde 
S 1 = dK z , puede ser realizada ya de una sola manera: por una aplica¬ 
ción idéntica l s .: dD z -*• dK". 

La célula a 2 as D z puedo sor identificada con un polígono funda¬ 
mental IV , obtenido por nosotros anteriormente en la demostración 

del teorema de clasificación de {A/*}, y el ramo V S¡ so lo puede 

identificar con una frontera del polígono W, en la cual todos los 
vértices ya'están identificados en un vértice. 



Fig. 79. 


En ia fig. 79 se muestra el procesamiento sucesivo para recons¬ 
truir el loro T* = A/¿_, para una inmersión (encajo) estándar en 
R 3 tal, que / (P) = z (función de altura) es una función de Morse 
con 4 puntos críticos: x 0 (inín); z 2 ensilladuras do índice 1); 
x a (máx). Para g > 1 la función de altura análoga en A/| tiene 
2g + 2 puntos críticos no degenerados: x 0 (min); x, . x t „ (ensilla¬ 

duras); x 2g+1 (máx). 

En cualquier M g os posible construir una función do altura 
suave ) (z) on IR 3 con 4 puntos críticos (mín. máx y dos ensilladuras). 
Estas ensilladuras serán degeneradas cuando g > 1. La inmersión 
buscada ,t/| —»- st 3 so muestra en la fig. 80. 

Las ensilladuras z 2 , z 2 son degeneradas para g> 1, y la función 
de altura en un entorno de los puntos z,, z 2 es de la misma estructura, 
que la función Re (z -+- i y)"-' (véase la fig. 80). Luego, on cualquier 
A / 3 (M g> o o bay una función suave / (z) con tres puntos críti¬ 
cos: mín, máx ensilladura (degenerada). (Demostrar, que esta función 
para Aí| no puedo ser realizada como función de altura con alguna 
inmersión A/} —IR 3 .) En efecto, consideremos una forma canónica 
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simétrica M\ (o ;!/*): W = a, . . . a N á¡‘ . . . (véase el § 3 

sobre la existencia de tal forma). La función buscada / ( x) está dada 
en la fig. 81 por sus líneas de nivel (no unívocamente): a la izquierda 



de ab está el máx, a la derecha, el mili; la ensilladura degenerada — 
en el vértice del polígono fundamental. La función / (i) en un en¬ 
torno pequeño de esta ensilladura degenerada es de forma Re(x -J- iy)“ 
(hallar k como función de g o de ¡i). La desintegración de este punto 
singular en la reunión de las singularidades no degeneradas se mues¬ 
tra en la fig. 82. La desintegración la demostraremos en términos 
de un correspondiente campo vectorial de grad /; los puntos críticos 
de / coinciden con las singularidades del campo de grad /. 

Supongamos / (x, y) = Re (z*) (donde z = x + iy) Entonces 
el punto O € K* (x, y) es un punto crítico degenerado de / (y la singu¬ 
laridad degenerada para el campo o (x. y) = grad X Re (z*)). En la 
fig. 82 se índica el cuadro de las trayectorias integrales del campo o. 

Consideremos una perturbación pequeña / (x. y) Re 11 (z — e a ), 

a=l 

donde b¡ ^ e, para i j. En la fig. 82 se observa la desintegración 
de la singularidad degenerada en la unión k — 1 de puntos singulares 
no degenerados. 



§ 17. Función regular de Morso-Smale 20,1 

observación. Al construir sobre la variedad M 2 una función suave- 
/ con tres puntos críticos, liemos utilizado la siguiente representación 
de AP: W = a l a ¡ . . . ««o-’a;* . . . ajiia*’ y hemos partido el 







Fig. 83. 


polígono W con un segmento (af>) do tal manera, que. por un lado, 
de (ab) no haya un par de lados enumerados con la misma letra a¡. 
Esto fue necesario para evitar (al construir la función) el surgimiento 
da una variedad continua de puntos críticos degenerados (véase la 
fig. 83). 
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§ 18 . Dualidad de Poincaré 

En topología, geometría algebraica y en el álgebra homológica, 
bajo un término general de «dualidad de Poincaré» se entiende un 
conjunto de afirmaciones sobro el isomorfismo de las homologías 
y coliomologías de dimensiones complementarias en diferentes situa¬ 
ciones. El teorema más simple (de Poincaré) afirma, que para una 
variedad cerrada compacta suave conexa M n tiene lugar un Isomor¬ 
fismo: II¡, (-W; U) a //„-<. (A/; !í). donde /f* (A/; 01) son grupos de 
homologías con coeficientes reales, n = dim M". Evidentemente, 
este isomorfismo es equivalente a la condición (M) = (Ai) 
en los números de Bctti de la variedad M . Si la variedad .1 1 es no 
orienlable. entonces la dualidad de Poiucarc tiene lugar para las 
homologías por módulo 2: II,, (.V; £.,) =* //„ (M; Z 2 ). Consideremos 

las variedades orientahles. El caso no orienlable se examina de modo 
análogo. 

La dualidad se basa en lo siguiente. _ 

Construiremos dos particiones celulares: K y AT de la variedad 
A'/", duales entre si. Más exactamente, confrontemos a cada célula 
o* £ A' (con ayuda de cierta correspondencia D : K K) alguna 

célula <n — í)-diinensional D (a 1 ) n“-' (es decir, una célula de 

dimensión complementario), con esto la correspondencia D satisfará 
las siguientes condiciones: 

1. D es una correspondencia biunivoca entre las células del com¬ 
plejo K y células dol complejo K. 

2. Para cualesquiera dos células o\ a’- 1 € K su coeficiente de 
incidencia (o* : o 1 - 1 ! con exactitud hasta el signo, que depende sólo 
•de la dimensión i, es igual al coeficiente de incidencia de las células 
o n -‘, a"-'» 1 , correspondientes a las células iniciales con la corres¬ 
pondencia D; o sea. ío f : «j 1 - 1 ] = ilo"-'-*- 1 : o"- 1 ]. Recordemos que 
consideramos un caso orientable. Pero on el caso do la variedad no 
•orienlable, es necesario tomar el coeficiente de incidencia por módu¬ 
lo 2, o sea, en el caso-no orientable so cumplirá la igualdad [o 1 : 
a '-‘I = (a n ~ Ul : a mod 2. 

Consideremos en M n una función regular de Morso / (x), cuyos 
puntos criticos están ordenados respecto a sus Indices, o sea. / ( x,) > 
> / (xj), si X t > \j. La existencia de tal función «regular» de Morsa 
fue demostrada más arriba. 

Damos orientación en M” y consideramos junto con la función / 
•otra función —/ = g. Cloro está, quo si x, es un punto crítico para / 
de índice X ( , entonces x , es un punto crítico también para g = —/ 
de índice n — X,. 

Tomemos on calidad de partición celular K de la variedad M, 
•una partición engendrada por la función / (véase más arriba), y en 
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calidad do K una partición engendrada por la función —/. Considere¬ 
mos más atentamente la conexión entre los complejos K y K. Tene¬ 
mos un entorno pequeño U (x¡) del punto x¡, y su descomposición 
mediante las funciones / y —/ (véase la fig. 84). 

Ahora construimos la correspondencia buscada (aplicación de las 

úlulas) D, donde D. K — K. Tomamos D (o»-) = o"-*- (véase la 



Pig. 85. Fig- 88. 


fig. 85). Las células o x para la función / y o""* para la función g = 
= — j, fueron definidas en el § 15. 

Estudiemos ahora la conexión entre los coeficientes de incidencia: 

lo fc :o*-‘| y :o’- x ). 

Consideremos una célula a' (i es el número de lu célula) y una 
célula o> -1 ; el número [oí:o$~'j es - l ,or definición, el grado de una 
aplicación p* : SÍ -1 -v Sj" 1 , donde 1 = ¿> (oí) (osea, frontera de la 
célula a?); p'- ; coincide con la composición de la aplicación carac¬ 
terística do y , acotada de oí en su frontera Óoí, y la 
proyeocióu del complejo cociente K y ~'¡K y ~ =\JS y 1 en el j-ésimo 
sumando de este ramo Sj~' (véase la fig. 86). 
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El número obtenido (véase (1J. p. II. § 15) coincide con el 
indice de intersección de la esfera S?~‘ = óctÍ con Ja célula a"~* + ' 
(véase la fig. 87). 

Claro que el índice de intersección de la esfera 5j'~ 1 con la 
célula o"' A+1 es igual al coeficiente do enganche de la esfera S x ~' 
con la esfera = do"’*’ +1 (aquí omitimos la designación de la 



aplicación característica). Connotamos a este coeficiente de enganche 
con u-(S > r , \ De este modo, queda demostrado que [oi : O; *') — 

= w (SÍ -1 : S“- x ). Tor analogía obtenemos, que [o"~ >-+l : o?"*) 

= Si~ 1 ). Comparando las dos últimas fórmulas obtenemos 

definitivamente, que los complejos K y K son duales, o sea, 
[o x : o* -1 ] = ± |o"'^ _l : o" - *). 

De manera que el operador de dualidad fj: K —► K tiene tal 

propiedad, que las células ai .V ai- 1 „ Ooi se intersecan sólo en 
un punto interior y, con esto, transversalinenlo (para las variedades 
orientables M" con orientación escogida de las células, este índice 
de intersección es igual a 4-1). Dos demás pares de células no so 
intersecnn jamás. Las células^dan una base de los grupos con coefi¬ 
cientes enteros (y otros) de cadenas C k (K) y C u {K). De esto modo 
entre los grupos de cadenas se establece un producto no degenerado 
bilineal escalar a o ó, llamado «índice de intersección»: si a £ C k (K) 
y b € C„->, (K), entonces 

o\ °Do) =6,,,. a oó=2 ajóyfoi 

t. } 

(en un caso no orientable por módulo 2); aquí 

a = Sfl|aÍ. ó=2MT X - 

* > 
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Fue demostrada la propiedad de conjugación 
(da) o 6 = a » (9b). 

donde ti£C,.(K), b£C n - K .,(K), porque [a} :o^" 1 ] = [ZJo*- : 

De manera que el compiojo (C (K), d) está conjugado al complejo 
(C (K). ó). De aquí se deduco e! siguiento teorema 

Teorema 1. Tiene lugar un usomorjismo de dualidad de Polncarét> 
canónico: 

H„ (.!/") se // ‘-* (M“>, 

donde .YT' es una variedad suave orientable cerrada. En particular, 
tenemos para los números de lietli 

bi, = b n -h 

los rangos II k . H„ coinciden). Entre las homologías de dimensiones 
complementarias II k y II„ se ha construido una jornia no degenerada 
biltneal (para las homologías con coeficientes enteros, unimodular), 
denominada «índice de intersección de los ciclos». Si n = 2 le. entonces 
n — h k. y tenemos una formo no degenerada en H k (M): a o b — 
= (— 1 ) ; * b«a. 

La demostración del teorema se deduce inmediatamente de la 
conclusión precedente con una nota complementaria, que ambos 

complejos K y K son horootópicamcnte equivalentes a M '* y por 
eso tienen ¡guales homologías y cohomologias, según los resultados 
del § 5. 

ejemplo i. Para cualquier variedad conexa orientable M " tene¬ 
mos //„ = Z = H n (AF‘). 

Para una variedad no orientable tenemos II, (M“, 2) = Z (siem¬ 
pre). pero H„ (Af*. Z) = 0. Por el módulo 2 tenemos II, ( M”, Z 2 ) = 
= 2 S = H, (i\r, Z,). 

ejemplo 2 . Sean: n = 2. y .1/*. orientable. El grupo II\ (A/ 8 . Z) 
es de forma no degenerada antisimétrica, o sea. índico de intersección. 
Por eso la dimensión de b, es par y hay una base canónica de ciclos 
a . . a g , b t , . . b„. donde 

a, o a¡ = b¡ •> b¡ = 0. a¡ » b¡ 6¡/. 

El grupo H, (.1/*; Z) no tiene torsión, y es posible escoger todos 
los ciclos a i, b¡ con coeficientes enteros. 

ejemplo s. Sea M * = RP 8 (no orientable). El grupo H l (IIP 2 , Z 2 ) » 
= Z a con una generatriz x (la recta proyectiva IRP 1 c: RP 8 ). De 
la no degeneración de la forma a o b (mod 2) en el grupo ff¡ (A/ 8 . Z s ), 
obtouemos 

m = l (mod 2). 
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kipmplo s Sea M‘ orientable. lili la variedad M" x M n tenemos 
un ciclo A = (j-, x) — diagonal. A £ //„ (Al" x AI"). El índico de 
intersección A o A es igual a una característica de Eider, ya que este 
número A o A coincide con una singularidad sumaria de un campo 
vectorial (véase [11, p. II, § 15). En los grupos II k (Al" x AI", R) = 
= 2 II q (iV/ B ) ® II, (AI") hay una base do ciclos z¡ <8> z¡, donde 

q + l—ll 

{z,} es una baso en el grupo H t (M“). Aquí el índice de intersección 
es do la forma 

(z, & tj) •> (z¿ 

él es no trivial sólo si diin z, + dim z¡¡ --- n, dim z¡ -f dim z\ — n 
(invorificarlol). 

moa le.yi \ i. Soa dado una aplicación /; AI" -*■ AI" y sean conoci¬ 
das todas las aplicaciones /*. „ ; H k (AI", R) -*-H h (M", R). Cal¬ 
cular índice do intersección A» A, en M" y M", donde A, = (x. f (x ) 
es un gráfico. Demostrar la fórmula de Lefschetz A ° A, = 

M 

= 2 ( — 1)" Sp/,,.(Para las variedades no orientablcs es neee- 

fc—o 

sario reemplazar K por £ a .) La expresión A o A. da un número alge¬ 
braico de puntos inmóviles de la aplicación / (véase [11, p. II, § 15). 
Al principio, consideremos los casos más simples: M n = S", M" = 
= T", AI" = R P a , AI" = Al¡. En particular, si / es homotópica 
a la aplicación en un punto, entonces /*« = 0 para A->■ 0 y 
es idéntica. En esle caso A o A, - 1 — 5p/ 0 ». lo que coincido con 
el resultado del § 15, p. II del libro [11. 

pkoulema _• Demostrar que la dualidad de l’oincaré en las colio- 
inologías H*(M") es dada por uno multiplicación cohomológica. 
Esto significa, exactamente, que la forma 

(nfc, 1.1/")) = (a, b) 

es no degenerada: aquí a 6 ID (AI"), b 6 H (A/"), son coeficien¬ 
tes o campo. Si so trata de homologías y cohomologíus con coeficien¬ 
tes enteros //* (AI"; Z) y //, (M n ; Z), donde hay una torsión, erilonc.es 
aquí es cómodo obtener la ley sobre la dualidad de Poincaré de un 
«operador do tallado» (véase § 7) 

Da = a r I 1/"1. (1) 

donde a £ IV' (AI"; Z) y a o [A/"l £ //„_* (.!/"; 2). Para los campos 
de coeficientes, en virtud do la fórmula 

((a n lAf n l). b) = (ab, [,tr]), ( 2 ) 

y en virtud de la conjugación recíproca H q y //« la fórmula (1) 
no da nada de nuevo y substancial. 
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§ 19. Categoría* de Luslermk-Slinirelman 

problema 3. Sea ,1/ n> K, al mismo tiempo sean M y K complejos- 
celulares finitos y M\K una variedad orientable suave abierta. 
Demostrar las igualdades: 

H, (M, K-, Z) as H, ( MiK : Z) as H"~‘ (M\K; Z). i > 0. 

H * (A/. /f; Z) as H l (MIK-, Z) as (M\K; Z). í >0 

(la dualidad de Lefschetz). Examinar un caso especial: i — 0. 

problema 4 Sea K m cz S n (m < n) una inmersión (encaje de 
un complejo celular finito K m en tina esfera S". Demostrar las- 
igualdades 


H,{K n \ Z)S£(.5"\ff"; Z). ¿>0. 

II* (K'“: Z) as (S'sJf"; Z), i>0 

(la dualidad de Alexander). Examinar un caso especial: i — 0. 

problema s. Sea M" una variedad orientable cerrada compacta- 
suave H h (M”\ Z) = /?* © T* una descomposición de los grupos- 
H k en suma directa de los grupos ahelianos libres fí * y de los grupos 
abelianos de orden finito T k . Entonces se tienen los siguientes iso- 
morfisinos: H k — fí„. k . ’/\ = Tn-a-i- 

Observación. Los relaciones I( k as H *. T k sí T h +' se cumplen 
para cualquier complejo celular finito. 

Recordemos, que se denomina característica de Eulor de la varie¬ 
dad Al’ 1 a una suma alternada: 2 (—l) 1 fli — X (Af n ). donde n = 

= dim .1/"; (5, = dim II, (.!/”; Z 2 ) son números de Belli de rnod 2 
de la variedad XI n . Do la dualidad do Poincaré(para las variedades 
cerradas) obtenemos: p, = |i„ y por eso tenemos para variedades 
de dimensión impar y (.l/*** 1 ) = 2 (—l) 1 Pi ™ 0 (para 

las .1/" orientables es posible utilizar los números de Betti con 
G = 01). 


§ 19. Punios críticos de las (unciones suaves y categoría 
de Lusternik—Shnirelman 

Si / una función do Morse, es decir, sobre la variedad M no- 
son degenerados los puntos críticos, entonces el número do puntos 
críticos de la función /, como ya lo sabemos del § 16. se estima inte¬ 
riormente: pn > b k , donde |i* es el número de puntos críticos del 
índice k y b k es un número de Betti: b k — dim H k {M\ G). donde 
G = R. o"bien G = Z 2 (o bien Z p . p es primo). Así, por ejemplo, en 
cualquier superficie bidimensional de tipo M\ cualquier función de 
Morse tiene no menos de (2g -f 2) puntos críticos. Pero la situación 
se complica bruscamente, si tratamos de estimar inferí orinen te el 
número de puntos críticos para una función suave arbitraria /. que 
no necesariamente tiene que ser función de Morse. Como muestran 
algunos ejemplos elementales, el número de las singularidades dege¬ 
neradas puede ser considerablemente menor. Tal como fue indicado 
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anteriormente, al deformarse la función / en un espacio de funciones 
suaves, las singularidades no degeneradas pueden reunirse, formando 
singularidades degeneradas. Tales uniones mutuas disminuyen el 
número de puntos críticos. Mientras una función de Morse en ,1/| 
doho tener no menos de 2g + 2 puntos críticos, en cualquier M¡ 
existo una función suave con tres puntos críticos, de los cuales uno 
os degenerado (y se desintegra en 2 g no degenerados con una pertur¬ 
bación conveniente), y otros dos son puntos de mínimo y de máximo. 
Están cumplidas las desigualdades de tipo ^ P* > 23 (vdaso 

1*1 ifc) 

el § 10) en el caso, cuando / no es uno función de Morse; pero ahora 
los números no tienen el sentido, que obtenían en un caso no 
degenerado (o sea, números do singularidades no degeneradas de 
índice A-). Ahora los números ¡i* describen el ogrado de complejidad» 
de los puntos críticos, el cual ya no se reluciono directamente con lo 
cantidad de los mismos. Es más, como fue mostrado anteriormente, 
no cada punto crítico (degenerado) debo ser necesariamente punto de 
bifurcación (véase más arriba el ¡i 16). y por eso las desigualdades 
2 M* > 2 P lie, ' on no tomar en rúenla ciertas singularidades 
(«0 .»! 

degeneradas. Do manera que esto no da posibilidad de estimar infe- 
riormentc el número de singularidades de una función suave arbitra¬ 
ria / sobre una variedad M" dada. Resulta que hay cierta invariante 
topológica de la variedad M" (llamada categoría de Lustornik — 
Shnírelman) —cat (Af ")— que estima interiormente el número do 
puntos críticos de la función /. Pasemos a describir esta invariante. 

Sean; X, un espacio topológico (de Hausdorff); A ~ X, un 
subconjunlo cerrado arbitrario en A'. 

definición í, A la categoría cat x (-4) de un subconjunto cerrado A 
respecto a un espacio X se denomina número minimal U paro el cual 

h 

U A„ 

y cada subconjnnto A¡ se contrae en un punto por el espacio X. 

onscitvACiON. No se supone la conexión do subconjuntos {-4 ( }. 
El propio espacio X lo suponemos, para simplificar, conexo.Si A = 
= X, consideramos (por definición), que cat* (A’) = cat (X). Este 
número se llama categoría de Lusternik—Shnírelman. La categoría 
cat A - (A) puede tomar los valores; 1, 2. 3. . . . 

Enumeremos y demostremos las propiedades fundamentales de 
cat.v (A). 

lema i. Si A c B X. entonces cat x (A) ^ cat x (B). 
demostkación. Sea q = cat* ( B ). es decir, existen subconjuntos 

q 

cerrados B¡, t < i <: q, tales, que B = U B, y cada 8, se contrae 
por A' en nn punto. Consideremos los subconjuntos cerrados A ¡ = 


existen tales subconjuntos cerrados A „ . . A* en X, que A 
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Q 

= A f) ts„ 1 i ^ g. Entonces, es evidente que A = Ü ^4» y cada 

i—i 

A t se contrae por X en un punto. En consecuencia, cat* (.4) ^ q = 
= cat_ T (B), lo que se quería demostrar. 

lema 2 . Sean A y B dos subconjuntos cerrados arbitrarios en X. 
Entonces cat* ( A U ^ cat* (/l) + cat* (B). 

s p 

demostración. Sean, A= U A, y B = M B,\ entonces A\}B = 

«=t ,-i 

p+* 

U C a , donde C a = A a , para 1 Eja^/c, y C a — , para 1^ 

a —1 

^ a ^ 4 + p. Puesto que A, y Bj se contraían por X en un punto, 
entonces C a se contrae en un punto y la cat* (£7) k + ¡> “» 
= cal* (4) + cat* ( B ). El lema queda demostrado. 

le ma a. Sean A cz B subconjuntos cerrados en X. Entonces 
catjr (B^A) > cat* ( B) — cal* (4). donde por B^A se designa 
la clausura del subconjunto /í\/l e n X. 

DEMOSTRACION. Como B = A U (ZÍX..4), entonc es, en virtud dol 
lema 2. obtenemos cat* (B) ^ cat* (A) -f cat* (fí\/l). El lema 
queda demostrado. 

lema i. Sean A d B dos subconjuntos cerrados en X y (¡ue el 
conjunto B se deforme continuamente en el subconjunto A (es decir, 
hay una homotopla <p, de la aplicación de inmersión i: B —X en tal 
aplicación tp 1 : B X, con la cual tp, (B) = A. Entonces cat x ( A) 75* 
> cat x ( B). (El conjunto ip, (B) cz X puede ser no homeomorjo a B.) 

demostración. Sea cat* (/I) = k. Consideremos el recubrimiento 
A = U A¡, donde todos los A¡ se contraen por X en un punto. Como 

i—i 

<Pi (B) = 4. es posiblo considerar R¡ = tp, (fi) f| A¡, 1 / SC k. 

En virtud de la condición del lema, hay una aplicación continua a: 
i (B) —r <p, ( B), donde el subconjunto i (B) es homeomnrfo a B. 
Supongamos que B¡ ~ ar l ( R¡), 1 ^ ^ k. Está claro, que B = 

h 

= U /?/. Luego, aplicando a B, la homotopía tp(. deformamos B¡ 
J-i 

por X en un subconjunto q>, (B¡) = R¡ cr Ap o sea, R¡ se contrae 
por X en un punto; con lo cual cada B¡ se contrae en un punto por X; 
por consiguiente, cat* (B) k. El lema queda demostrado. Véase 
la fig. 88. 

lema 5. Sean A cz X, A es compacto y X una variedad. Entonces 
existe un e > 0 tal, que cat x ( U t A) = cat* (i4), donde con U e (/l) 
se designa un e-entorno cerrado de un subconjunto A cz X. El número 
e depende de A. 

demostración. Como A cz U t A, entonces por el lema 1 obtene¬ 
mos: cat* (A) ^ ca t*'( U t A). Demostremos la desigualdad inversa. 


14-01126 
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Sean: cat* (A) — A, y A — U A„ donde cada A¡ so contrae por X 

Í“1 

en un punto. Puesto que A’ es una variedad, entonces, evidentemente, 
existe un e > 0 tal. que U t (A,) se contrae (tras de -4,) en un.punto- 

por X (!<*«£*). Como ü, (A) = U U t (A,), entonces cat x 

( O, (A)) k — cat* (A). El lema queda demostrado. 



observación. Si X no os una variedad, el lema 5 no es justo (véase- 
la fig. 89). 

i.ema e. Supongamos que X es una variedad. Sean A, B n (n = 
= 1. 2. . . .) subconfuntos cerrados en X. y A = lím B n , es decir, 

n«*oo 

p (A, B„) -+ 0 cuando n oo. donde X se supone que es un espacio- 
métrico-, p (C, D) = sup ( inf p (a-, y)) + sup ( inf p (x, y); p (x, y)' 
,íc ¡iSD , veo »íc 

es la distancia entre los puntos x e y ni X. Supongamos, que cat* (B n )¿& 
> A. Entonces también cat* (-4) > k. 

demostración. En virtud del lema 5. existe un e>0 tal. que 
cat* (U t A) = cat* (A). Puesto que p (A. B„) — 0. entonces hay 
un número N tal, quo B„ c U t A para todos los n > N. De este 
modo, tenemos: k cat* (#„) ^ cat* (U t A) = cat* (.4). El lema 
queda demostrado. 

teorema t. Sean M n una variedad suave, compacta, conexa, 
cerrada, y f (x) una función suave en M“. Entonces se cumple la desigual¬ 
dad k > cat (4f n ). donde k es el niimero de los puntos críticos distintos 
de la función j. (En particular, k puede ser infinito.) 

De hecho el teorema es justo para los puntos de bifurcación de la 
función /, o sea. p > cat (11/"). donde p es igual al número de puntos 
bifurcacionales distintos do la función f. Al principio, examinemos 
una analogía, que se tiene entre la conducta de la categoría de un> 
conjunto de los puntos críticos de la función / y la conducta de los. 
números propios de una forma bilineal en R". 
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Consideremos la inmersión (el encaje) estándar de una esfera 

S”-‘ on IR” ( x *. x"). es decir, S"- ¡ - fifR"; | x | = 1}. Se» 

B ( x , y) una forma simétrica bilineal real en IR”. Examinemos la- 
función suave / (x) asociada a ella en la esfera S”- 1 , dada por la 
fórmula f (x) = B (x, x), | x | = 1. Hallemos todos los puntos críti¬ 
cos de la función f. Sean x £ S”- 1 , i 6 T x (S"- 1 ); consideremos 1» 

derivada -hL de la función / en un punto x según la dirección a. 

da l* 

Sea x ( t ) cualquier curva suave on la esfera S"- 1 tal, que x (0) = x, 
x (0) = a; entonces 

M = =-£*(*(*)• e 

donde con B : IR" —*- 5T* se designa un operador simétrico (respecto- 
a un producto escalar euclideo {, >), asociado a una forma B. Luego 


-|=L = * (0>i-o — (Bx, x) + (Bx, x) = 


•2 (Bx, a). 


Por consiguiente, el punto x„ 6 .S”'- 1 es crítico si, y sólo si, < Bx 0 , a) 2 
es 0 para cualquier vector a £ T Xt S"-'. Esta condición es equivalente- 
a la siguiente: el vector Bx n es ortogonal a un plano T X ,S”- 1 , o sea r 
Bx<¡ = ’ax 0 , donde Á es un número real. 

Sean <•„, e¡, e a , . . vectores propios de lo forma B, y A 0 . . . . 

.... X„_, los números propios correspondientes. En virtud de 1» 
simetría del operador B todos los vectores c„, e,, . . e n _, son orto¬ 
gonales de par en par (los consideramos unidades), y los números 

V A,.3.„_i son reales. Recordemos, que / (e 0 ) = (Bc a . e a ) = 

= (X a , e a , e a ) = X a <e a , e a ) = X a . Vamos a considerar, que Ios- 
números X a (también los vectores e a ) están en orden creciente, o sea, 

^0 ^ ^-í ^ ^-n -i- 

Examinemos en la esfera todos los posibles ecuadores 

i-dimensionales 5*, es decir, secciones de la esfera S"- 1 con Ios- 
planos de dimensión i + 1, que pasan por el origen de las coordena¬ 
das. Designemos al conjunto de todos estos «ecuadores» por M, 
(o sea, M t = {5*}). Fijamos un ecuador arbitrario S' cr S”- 1 y 
consideremos el mas / (x). Se sabe muy bien de la teoría de las 

Formas cuadráticas, que tiene lugar la igualdad X¡ = inf ( máx / (*));. 

Mj- xES * 

o ^ i < re — 1. (Proponemos al lector demostrar esta relación por 
su cuenta.) Está claro, que la fórmula arriba dado concuerda con la 
ordenación fijada: X„ V, < . . . < Notemos, que el grupo 
SO (re) actúa transitivamente en cada clase M, (cualquier ecuador 
S* se obtiene de un ecuador fijado mediante alguna torsión e £ 
g SO (re)). 
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proposición i. El número de los punios críticos distintos de h 
función i (x) = U3x, x) en la esfera S"- 1 , no es menor que el mimen 
duplicado de clases {Mi}, o sea, que el número 2 n. 

demostración. Si todos los números propios {X a } de la forma E 
son distintos, entonces los puntos críticos de la función / son exacta^ 
monto puntos {±e a } (o sea. extremos de los vectores ±e a , 0 ^ a < 
n — 1). Puesto que el número de estos puntos es igual a 2 n 
luego n es igual al número de clases {-1/1}. 0^ — 1. S. 

existe tal par de índices i < que X, = ).¡, entonces la esfera Si¬ 
se compone completamente do puntos degenerados críticos do 1« 
función / y. ya quo hay continuo de estos puntos, la afirmaciór 
liuscada, evidentemente, se cumple. 

OBSEitvACION. Como la función / {.r) = (Ex, x) os invariantt 
respecto a la aplicación x — x, entonces / (x) es de hecho la funciót 
/ en un espacio proyoctivo R/ , "-‘; para la función / la propuestí 
arriba demostrada se reformula así: el número de puntos críticof 
distintos de la función / en RP' 1-1 no es menor quo el número de 
clases {■!/(}. o sea. que el número n. 

Después de estas notas preliminarias examinemos los puntos 
críticos de la función suave / sobre una variedad arbitraria suave 
compacta cerrada A/". Efectuamos los siguientes cambios en la 
construcción arriba oxpuosta. 

Cambiamos la esfera S n por la variedad A/; la forma B (x, x) 
por la función arbitrarla suave / (x), x 6 M\ en vez de Jas torsiones 
g £ SO (n), que conservaban cada claso Afj (véase más arriba), exa¬ 
minamos las homotopias continuas que. como será mostrado, con¬ 
servan algunas clases de subconjuntos cerrados, análogos de clases 
M¡; en lugar do los númoros propios X, de la forma B trataremos cior- 
tos análogos suyos, construidos por las clases de subconjuntos cerra¬ 
dos. Pasemos a una exposición detallada. 

Sea M" una variedad suave compacta conexa cerrada. Con 
designemos a la clase de todos los subconjuntos cerrados X a M" 
tales, que cat M (,Y) ^ i. Está claro, que M¡ s A/| +1 . Connotemos 
con 0 (Aí n ) al espacio de todos los subconjuntos cerrados en la varíe-, 
dad A/”. El espacio 0 (M n ) se transforma en un espacio métrico 
medianto la introducción de la métrica 

P ('Y, Y) = sup (inf p (x. y))-f-sup(inf p (x, y)), 
xex ver ver xs.v 

donde p es una distancia en M n . Digamos, que y = límAf p si 
limp(y, X p ) = 0; y, X P 6 0. 

lema 7. Cada clase de subconjuntos A/¡ cz 0 ( M n ) es cerrada res¬ 
pecto a la operación del paso al límite lim y respecto a la homotopía 
de subconjuntos por la variedad M. 
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demostración. Sean Xp £ -V/¡; P = lt 2, 3. . . X = lim A p ; 

p-oo 

catjun (X p ) > i (por definición de clase Mi). Es necesario demostrar, 
que cat M n (A') > i. Esto se deduce inmediatamente del lema 6. 
Luego: sean X £ AI, e Y = <fiA cr M n un subconjunto, obtenido 
de X mediante una deformación continua X Al". Puesto que 
cat M n (A) > i, entonces, en virtud del lema 4, cat M n (Y) > i, o 
sea, Y £ Al,. lo que se quería demostrar. El lema queda demostrado. 
De manera que los AI, son subconjuntos cerrados en 0 (A/' 1 ). 
Sea fijada la clase AI, y sea X £ AI,. Consideremos un número 
X ( = inf ( máx / (z)). Esta definición de los números X, reproduce 
xtM | *ex 

el teorema correspondiente de la teoría de formas cuadráticas (véase 
más arriba). 

Designemos por A a la categoría de Al": cat (AI") = ¿V. Claro 
que A' < co. Do la definición de Tas clases AI, obtenemos: 0 = M 0 = 
== M, s M % s . . . S Afj». Aquí 0 = Al o = {.Y £ 0; cat.yn (A) > 
> 0); claro que cat,,n (A) 0 para cualquier A ( 0. Es evidente la 

coincidencia de las clases M 0 y .1/,; en particular, X 0 = X,. La clase 
M N contiene la variedad Al". La cadena de subconjuntos {AI, ) se 
rompe en la clase AIt>. 

Cada función suave / en la variedad Al" define un juego de fun¬ 
ciones /o, A. f N . donde la función f, (0 ^ i ^ N) está definida 

en la variedad M, y es dada por la fórmula: f¡ (A) = max / (A), 

y(X 

donde A £ M t . Entonces X, = ^inf (f, (A)). Puesto que Al, s Al t+¡ , 

con el crecimiento de i, los números X ( sólo pueden aumentarse: 
X 0 = X, ^ X, ^ ^ X„; aquí A' = cat (A/ n ). Como las clases 

M¡ cz 0 son cerradas respecto o un paso al límite (véase el lema 7), 
entonces en cada Al, (0^ i ^ N) hay un elemento AJ tal. que 
A (A?) = X¡. En otras palabras. Ai es un subconjunto cerrado en 
M n tal. que X¡ = máx f (x). 

*ix1 

lema 8. Consideremos una superficie de nivel A t = {.r £ 
£ AI" | / (z) ¡ = X ( }. Entonces sobre la superficie f, hoy por lo menos 
un punto crítico de la función f. 

Demostración. Supongamos lo inverso que en la superficie fy. no 
hay puntos críticos de la función f. Consideremos la clase Al t y sea 
A? g M¡ tal subconjunto cerrado en Al”, que max (f (a)) = X ( , 

*e.i? 

es decir, f, (A?) = X,. En virtud del carácter cerrado de A'f existe 
un punto a? £ A? tal, que f (z?) = Xj. o sea, z" £ A.¡- Como por supo¬ 
sición, el grad f (x) 0 para cualquier x £ / x¡ , entonces, (en virtud 

de la compacidad de Al") existe una deformación bastante pequeña 
de la superficie A¡ a lo largo de las trayectorias integrales de un 
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campo vectorial (— grad /) (consideramos, que on M" está dada una 
métrico de Ricraann) en un dominio de los valores de la función /, 
menores que X¡ (véase la fig. 90). 

Como M" es una variedad suave compacta, existe una isotopía 
suave M" por sí misma, constante fuera de un entorno pequeño de 
fibra: X¡ — / (*)^ X* y que pasa de {/ = ).,} a {/ = X, — e). 

Sea X? una imagen del subconjunto X* respecto a esta deformación 



Como X" lia sido obtenida do XJ mediante una iiomotopía por AI” 
entonces, en virtud del lema, cat M n(X?) > cat M n(X') (en realidad 
tiene lugar la igualdad). Por consiguienle, cot M „ (X{ i, o sea, 
XJ 6 d/,. De aquí obtenemos, que sup / (x)< X, — e < X ( , lo 

que significo, que inf (sup/ (a)):? sup / (j)^ X, — e < 

X6M, >ex ,e.V o , 

< X,, y esto es imposible, según la definición de X,. El loma queda 
demostrado. 

lema 9. Supongamos, que X, = X, + p . donde p > 0. Designemos 
con S al conjunto de los puntos críticos de la junción en una superficie 
de nivel / M = {/ = X,}. Entonces, cat M « (S) ¿a p + 1. 

Demostración. Cabe subrayar aquí la analogía con la conducta 
de los punios críticos de la función ( Bx, x) en la esfera S' ,_1 : si X ( = 
t= Xj+p, entonces un elipsoide de forma íi, que es un elipsoide de 
torsión a lo largo de sus propias direcciones e { , e 1+1 , . . e l+ p, 
engendra el conjunto de los puntos críticos de la función /, homeo- 
morfo a la esfera S p . Pasemos a demostrar el loma. Puesto que S 
es cerrado, existe un e > 0 tal, que cat M n ( 5 ) = cat^í/sS 1 ) 
(véase el lema 5). Supongamos lo inverso: cat M n (ó’)^ p. Examine¬ 
mos la cadena de las clases A/,=> Af (+1 3 . . . r> A/ (+p . Sea XJ+p £ 
€A/i+p tal subconjunto cerrado, que sup / (x) = X, +p = X,. 

_ 

Consideremos el conjunto cerrado X o = X" + p\(X5 +p fl U t S) (véa¬ 
se la fig. 91). Entonces 

cat ii n ( xr )S» ca t M n (A r ' +P )—cat,,„ (X'+p fl £4S)>cat M n (X“ + p) — 

—cat v n (U t S)= cat„n (X? +p )—cat„n (5)>j + p— p =». 



*§ f9. Categorías de Lusternik-Shnifelman 


215 


©e manera que cat M n(A'°)>í, o sea, X o £ M¡. Luego 

^, = >., +p = sup (/(zljsup (/(i)) X, = \ H . p = sup (/(x)). 
rtxj +p *•'“ *exS +p 

¡De manera que queda demostrado, que sup (/ (i)) = y por 

*£ 2 ® 

-eso el conjunto X o se puede considerar como uno de los compactos X\ 
•en la clase M t . De otro lado. X? f| -S = 0 (donde A’ ü = XJ) por 



■construcción de X®. Esto contradice el lema 8. según el cual el con¬ 
junto X? debe contener por lo menos un punto critico 2 ? 6 S (o sea, 
on la superficie f Ki ). La contradicción obtenida demuestra el lema. 
Demostración del teorema fundamental. 

Y bion, soa / (x) una función suave en una variedad suave compac¬ 
to M". Es necesario demostrar, que el número do puntos críticos 
distintos do la función / es no menor que cat (A/"). Consideremos la 
•cadena do las clases: 0 = ,l/„ = . . zs M K . donde 

N = cat (.W"). En principio, examinemos el coso, cuando “ 
= A, < X, . . <?. N , o sea, ^ para i ;, 1 ^ i, /<; N. Entonces, 
•en virtud del lema 8, on cada nivel crítico do /^ Jt N, hay 

por lo menos un punto critico de la función / (a:); por consiguiente, 
(ya que las superficies criticas fy ¡ son distintas para 1^ N), 

el número de los puntos críticos es no menor que ¡V — cat (A/ n ). Así, 
para el supuesto 'f.¡ (1 l, j ^ A'), el teorema queda demostrado. 

Ahora consideremos el caso general: soa que hay números coinci¬ 
dentes entre los {Xj}; por ejemplo, = ?-i+ p . cCuántos puntos 
críticos] (distintos) es posible escoger en la superficie />„ ( — / l|tp ? 
Del lema 9 obtenemos que cat _ v „(S)5s p + 1, donde S es el con¬ 
junto de puntos críticos on la superficie /x ( . Como cat w n(*S)> P + 

4- 1. on 5 se puede escoger por lo menos p + 1 puntos distintos (S = 
peí 

= U S a , donde cada S a se contrae por M n en on punto; es 

a—i 

suficiente escoger un punto on cada conjunto Sal. De manera que 
un valor «de una vez» de (o sea tal que < \¡ < >. í+] ) aporta 
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por lo monos un punto crítico, y cada valor «de (p -t- 1) veces» X| 
(o soa, — X (+1 = . . . = Xi + f , < X, + p+1 ) aporta por lo 

menos un (p -+- l)-ésimo punto crítico. Esto demuestra el teorema 
en un caso general. 

Como se ve de la demostración, es justa una afirmación análoga 
también para los puntos bifurcacionales de la función suave / en A/". 
Dejamos al lector los razonamientos en detalles. 

Pasamos a considerar algunos ejemplos concretos. El primer 
problema que debe sor examinado, es el siguiente: si es o no la mejor 
la estimación arriba obtenida (en el caso general), es decir, si 
existen tales funciones j y tales variedades Al’ 1 , para las cuales el 
número de los puntos críticos es igual a la categoría cat (Af). Los 
ejemplos más simples ya muestran, que existen tales pares (A/", /). 

phoposicion 2 . Sea A/ 2 una variedad bidimenslonal suave compacta 
cerrada. Entonces la cat (Af*) = 2. si A / 2 es homeomor/a a S *, y la cat 
(A/*) = 3. si M 2 no es homeomor/a a una es/era. 

demostración. Si A/* es homoomorfa a la esfera, la afirmación 
es obvia. Sea ahora A/ 2 no homoomorfa a la esfera. Consideremos una 

partición celular de A/ 2 de la forma o® (J ( fl o'a) U o son, a un 

a—i 
Q 

ramo de circunferencias V S¡¡ está pegada una célula a 2 . Designe- 

a— l 

mos por l/ t ( V S¡, t a un e-cntorno bastante pequeño de un armazón 

a 

unidimensional V S' a en la variedad A/ 2 , y «-a D 2 = A/ 2 \í/ e (V 5 i) 
un disco cerrado (véase la fig. 92). 




Representemos A/ 2 en forma de reunión de tres subconjuntos 
cerrados: A/ 2 = A t U-A t l_Ms> donde A, = D 2 (se contrae por sí 
mismo en un punto), y los conjuntos A 2 y A, se muestran en la 
fig. 93. Aquí = U t (VS¿) f) (o®), donde W T (o“) es un disco 
de radio q con centro en el punto <j° (se supone bastante pequeño el 
númoro q); A, — U t (V.S¿)\A s (clausura). 

Claro que A t se contrae por si mismo en un punto, y A¡ se contrae 
por sí mismo en un juego de g puntos, y por eso se contrae en un punto 
según A/ 2 . Así, la afirmación queda demostrada. 
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Es fécil verificar, que si cat (JV/*) = 2, entonces M* es liomeomor- 
fa a la esfera. 

Ahora, consideremos las funciones suaves j en Al", Para la esfe¬ 
ra S s la función estándar de altura tiene exactamente dos puntos 
críticos, lo que equivale a la categoría de la esfera. Si M* es ao- 
homeomorfa a la esfera, entonces, como fue mostrado más arriba, 
en M 2 hay una función suave / con tres puntos críticos, lo que equi¬ 
vale a la categoría cat (AI 2 ). Así, hemos demostrado, que se obtiene 
una cota inferior, cat (M n ). 

El cálculo de cat (A/ n ) es un problema no trivial: este invariante' 
se somete con gran dificultad al cálculo exacto. Por lo común, el 
obtener estimaciones superiormente (por arriba) en cat (Al") no es 
difícil para una variedad concreta M". es suficiente con presentar 

N 


algún recubrimiento contractable concreto M n = U A¡. El 

1-1 

problema más difícil es obtener estimaciones inferiores en cat (AP ). 


Ofrecemos un modo de estimación interiormente (por abajo) de 


cat (M n ). 

Consideremos el anillo de cohomologías H* (.1/"; Z). Todas las 
siguientes construcciones se repiten literalmente para un anillo 
H * (AI n ; Z p ). El número k se llama «longitud cohomológica de la 
variedad Af», si k es el máximo de todos los números p con la siguien¬ 
te propiedad: oxislen los elementos a,. .... a p £ H * (A/"; Z), 
tales, que el producto a,. ... a,, es distinto de cero en H* (A/"; Z). 
Comprendemos bajo el «producto» aquí una multiplicación ordina¬ 
ria en el anillo de cohomologías. 

proposición 3. Tiene lugar una desigualdad: cnl (M")^s k -t- 1, 
donde k es la longitud cohomológica de la variedad Al". 

demostración. Sea D: H h (M"; Z) //„_* (Af n ; Z) dualidad 
dePoincaré. que establece isomorfismo entre los grupos indicados. 
Recordemos, que si a. p £ H* (Ai": Z) son dos cocidos y a- p es 
su producto en al anillo H* (AP*; Z). entonces D (cc-P) = D (a) D’ 
H D (P), donde por D (a) (] D (P) se designa la intersección 
de los ciclos D (a) y Ü (P) (la operación de la intersección os dual a la 
multiplicación cohomológica). Para mayor evidencia, es posible 
imaginar, que los ciclos y, = D (a) y y 2 = D (P) están realizados 
en M" en forma de subvariedades (o subvariedades con singularida¬ 
des): entonces el ciclo y, fl Ys se hace como una intersección de estas 
dos subvariedades (después do reducirlas a una posición general;, 
véase la fig. 94). Consideremos un producto cq-tt,-. . .-a# 0 de la 

longitud k en H* (Al"; Z) y sea y ¡ = D (ct¡), 1^ k. Entonces 
D (ctj-cíj-. . .-a fc ) = y, n Y* D • • • D Yfc — Y- donde el ciclo Y no- 
es homológico a cero (recordemos, que D es un isomorfismo). Ahora- 
supongamos, que cat (M")^. k. Esto significa que existen tales. 
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su bconjun los cerrados A,,. . A, (s;g k) on M n , que M" = (J A, 

1=1 

y cada Ai se contrae por M" en un punió. Sin restricción de genera- 

fe 

lidad, os posible considerar, que Jf = U A¡, donde todos los A¡ 

1-1 

se contraen en un punto por Af". Es suficiente en calidad de A a +¡, 
. .. A,, (si s < k) tomar (k — s) puntos arbitrarios en Ai". Luego, 

consideremos que s = k. A cada ciclo y¡ (1 £<i k) 1c confrontemos 



Fig. 9-S. 


un subconjuiito A,. Ya que A, se contrae en un punto por W". 
entonces (.lf; Z) se sumerge en //« (.1/. A,\ 7.) (donde * > 0). 

De aquí obtenemos, que cada ciclo y, es Pomológico al ciclo 
Vi ci A/X.j4|, (o sea. el ciclo y, se puedo “quitar" del 

subconjunto A¡d M). Pero en tal caso f| Vi por un lado es liomoló- 

i—i 

h k h » 

gico a n V< = V- P'»’ otro lado flYi ei H = Af\(U A,) — 

i-i ^ i=i i=t .=l 

= 0. ya que Af *= U Ai. Esto significa, que y es liomológico 
i=i 

a cero, lo que contradice las condicionas del teorema. La demos¬ 
tración está terminada. 

Apliquemos la afirmación demostrada al problema de un cálculo 
concreto de cat (A/*). Asi. por ejemplo, si una variedad bidimensio- 
nal cerrada compacta .V a no es homeomorfa a la esfera, entonces 
■cat (M 3 )^ 3. La demostración sigue inmediatamente do la infor¬ 
mación ya conocida por nosotros sobre la construcción de //* (A/ 3 ; Z) 
y H* (A#*; Z,). 

Demostremos, que cat (%P n ) = n -¡- 1. Obtendremos, ai prin¬ 
cipio. una estimación superior: cat (5iP"j < n + 1. Consideremos 

n+l 

una descomposición estándar KP“ — U A}, donde A¡ son 

i—i 

discos «-dimensionales abiertos, definidos así: A’¡ = {X. (x 1 , . . .. 
. ... x\ .... z"+ l ); x* 0. donde {x“}, 1 < n 1. son coor¬ 

denadas homogéneas en RP'“ (véase III, p. II. § 2). Como {A¡} es un 
/recubrimiento abierto RP", es posible inscribir en cada conjunto A i 
tal disco cerrado A¡. que su reunión será, como antes, un recubrí- 
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miento R/ 3 " (es suficiente disminuir un poco los discos A[). Como 
cada disco A¡ se contrae por sí mismo en un punto, obtenemos la 
■estimación buscada superior. 

Ahora demostremos, que cat (R/ 3 ") >n + 1. Para esto basta 
con demostrar, que la longitud cohomológica ft P n (con coeficien¬ 
tes en Z s ) es igual a n. Realmente, H* (RjP n ; Z 2 ) « Z a Ix,]/(x¡ , + 1 ), 
es decir, el anillo de cohomologías es isomorfo al anillo de polinomios 
truncados de la generatriz x, (el grado do x x es igual a 1); por (*j+>) 
está designado el ideal, engondradopor el elemento z" +1 . De manera 
que el producto zj = x, . . x„ (n voces) os distinto de cero. Así, 

cat CRP") = n + 1. 

Demostremos que cat (T n ) = n ■+■ 1, donde T " es un loro n- 
dimensional. Puosto que H* ( T n ; Z) = /\ (x¡. x¡. . . ., x„) es un 
álgebra exterior de las generatrices unidimensionales x¡. 1 ^ t5Í n, 
entonces el producto x¡'X 2 . . . -x n os distinto do coro y, por consi¬ 
guiente, cat (T") >B-rl. Demostremos que cat (7 , ' 1 X n + i. 
Como T" = S l X T n ~ l , entonces T n se puede presentar en forma 
T" = (S l V 7’ M_I ) U a” Afirmación general: cat ( X y S n ) = 
*= cal. (X). si cat (X)5* 2. donde X y 5“ es un «ramo» de la esfera 
S n y un complejo celular linealmenle conexo arbitrario X. Efecti¬ 
vamente. sean cal (X) = k y X •-= 0 <4,. donde cada A t se con- 

i—i 

trae por X en un punto. Sea x D 6 X un punto, en el cual está hecha 
la pegadura del ramo: X V A”*. 

X 9 

Representemos S * en forma de la reunión de dos discos cerra¬ 
dos: S“ = DJIjD'z. donde x a £D{\ .r„<ÍD'¿. Consideremos un A,„ tal. 




Fig. 95. 

que x 0 €.A ¡0 ; hacemos B a = A a , donde a.^=i„ y a. /„, donde /„ es 
cualquier índice fijado, distinto de l 0 : B,, = A, t [¡ D¡; B h = A¡, U D'z- 
Notemos, que = 0 (véase la fig. 95). 

n 

De esto modo, X\J .9" = U B¡. donde cada B¡ se contrae por 

i=I 

Xy .9" en un punto. Así: cat (A' V S n ) = cat. (X). Como un ejer¬ 
cicio elemental dejamos al lector la demostración do la siguiente 
afirmación más general: cat (A' V Y) = mas (cat X. cat >'). donde 
X e Y son espacios linealmenle conexos arbitrarios. La fórmula 
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cat (X \/ .9") = cat (X) (si cat. (X)^ 2) es un caso particular 
de esta afirmación. Volviendo al cálculo de cat (7" n ), obtenemos: 
cat (T n ) = cat ((7'"- 1 V S') U o") < cat ( T”~ l \J S l ) + i- Puesto- 
que cat (7’’ 1-1 ) V S') = cat (7’"-'), y como cat (T 2 ) = 3. entonces, 
por inducción, obtenemos: cat (7’"+')^ n + 1, 'o que se quería- 
demostrar. 

Sea p; E-t-B un espacio librado con una fibra F en sentido do 
Serrc, o sea, se cumple el axioma sobre la existencia de una homotopía- 
cubriente. 

proposiciúx 4. Tiene lugar la desigualdad: cat (E) ¡Sj cat E (F) X 
X cat (77), donde fe E es una fibra del espacio fibrado p: E-t-B. 

demostración. La afirmación necesaria la obtenemos como un 
caso particular de una afirmación general: sean: Ycz B, un subcon- 
junto cerrado on la base B\ p- 1 (X)c: E, su preimngen completa- 
on Ti'; entonces so cumple la desigualdad: cat E ( p - 1 (X))<: cat E (Fy 
cat „ (Y). Claro que al suponer B = X, obtenemos la afirmación- 
buscada. 

Consideremos en principio el caso, cuando cat B (Y) = 1. Hay 
quo verificar la desigualdad cat E (p-‘ (X))^ cat E (F). Contrayen¬ 
do Y por base B en un punto, podemos (por axioma sobre la homoto- 
pía cubriente) cubrir esta deformación con una deformación del' 
subconjunto p~ l (Y) por E en la fibra F. En virtud del lema 4, 

cot E (p-* (X))^ cat B ( F ), lo que se requería. 

Aliora consideremos un caso general: sea cat B (X) = A. Entonces 
X “ U A,, donde cada A, se contrae por B en un punto. Supon- 

~ 4-1 ~ „ 

gamos X =U <4,; A = A k ; entonces X = X(JA, donde cat fl (X)^ 
<k —1, cat fl (.4) «>1. Es necesario verificar Ja desigualdad: 
cat E (p-* (X U A))^Ccat £ (E)-cat e (X (J A). Tenemos: 

Ml * ( P(? U >1)) = cat E (p-« (X) U P“ (A))< 

<cat E (p-‘(X)) + cat E (p-' (A)). 
La desigualdad buscada se deducirá de la siguiente desigualdad: 

(/>"' (X')) + cat E (p-‘ (A)) <cat E (E)• cat s (X (J A) = k- cat E (E). 

Ya que cat E (p _I (A))^ cat E (E) (A se contrae por B en un punto), 
entonces, basta con demostrar una desigualdad más fuerte 

cat E (p"‘ (X)) -f- cat E (E)sg cat E (F) k, o sea. cat^íp" 1 (X)X 
^ cat E (E)-(A — 1). A su vez, esta desigualdad se deduce de una 
desigualdad aún más fuerte: cat E x (p~* (X))^ cat E (E)-cat B (X), 
ya que cat B (X) ^ [A — 1. Pero la última desigualdad se puede con- 
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slderarla cumplida en virtud da la suposición de la inducción, donde 
la inducción se realiza por cat a (Y) (el primer paso do la inducción 
•cat B (Y) = 1 fue examinado anteriormente). La afirmación está 
demostrada. 

Hay espacios fibrados p: E —*- B, para los cuales la desigualdad 
cat (£)< cat E (í')-cat (B) se transforma en una igualdad.^ Por 
■ejemplo, consideremos un espacio fibrado de Hopf: p : 5“ —*■ S*\ 
entonces. 2 = 1-2, donde cat ( S *) = 2. cat (S l ) = 2, catsi ( S *) = 
= 1 (ya que la fibra S l se contrae por S 3 en un punto). 


§ 20. Variedades criticas y desigualdades de Morse. 

Funciones con simetría 

Un caso importante de los puntos críticos de las funciones 
suaves / en la variedad M n son las llamadas «variedades críticas no 
degeneradas». Esto significa lo siguiente: a) la ecuación grad / = 0 
•debe dar un juego de las subvariedades suaves IV» <= M* de dimen¬ 
siones a A ; b) es necesario complementariamente, que la diferencial 
eP/ en cualquier punto do la subvariedad lV h sea forma cuadrática de 
rango n — a», es decir, la forma d*/ debe ser no degenorada en un 
espacio lineal de vectores, normales a IV k en M" on alguna métrica 
do Rioraann (positiva). 

Naturalmente, las funciones de tal tipo surgen en caso on que en 
lia vaciedad actúa un grupo do Lie y la función es invariante respecto 
a las transformaciones del grupo. Otro ejemplo lo dan las funciones f 
obtenidas de las variedades de raenoros dimensiones con la aplicaci¬ 
ón .l/' 1 M 1 '-*. como las funciones de tipo / (z) = g (t|> (*)) para las 

funciones de Morse g ( x) on la variedad ¿T# 1 *-*, si el rango q> = n — q. 

definición i. Se llama índice de la variedad critica conexa W k un 
número X de los cuadrados nogativos de la forma (Pf (que no depende 
de un punto de W'* en virtud de la no degeneración do la forma d 2 / 
en un plano normal). 

Lo mismo como en el § 16 de este capítulo, los Invariantes prin¬ 
cipales de una variedad critica (suponiendo, que en el mismo nivel 
se encuentra sólo una variedad crítica conexa) son números de Betti 
locales: rangos de homologías relativas 


b„(M,,,, W¡) “rango H k (M aj , ,l/„ J \Wj), 


donde .1 f a es un dominio de menores valores f(x)^a; W¡ os una 
variedad crítica en el nivel / (.r) — a Como en el § 16 tenemos 
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si en un intervalo de valores la¡ — e. a, + s] no hay otros puntos 
críticos salvo W¡. Las desigualdades de tipo de Morse ya fueron 
deducidas en el § 1G: 

2 b k M a¡ .')^b h (M'). 

En caso do las variedades críticas no degeneradas estas desigualdades 
se hacen efectivas, si es conocida la topología de las mismas varieda¬ 
des criticas W¡ y sus índices \¡. 

teorema i a) Tiene lugar la igualdad 

h» (W,) = bu+y.! (fir a y+ t , .íf a y-t) (1 y 

(se toman los números de Betti por módulo 2). 

b) Si la variedad M" es orientable y la variedad crítica Wj es sim¬ 
plemente cortera, entonces la igualdad (1) es ¡usía para los números de 
Betti con coeficientes reales 51 . 

Para demostrar el teorema, hay que imaginarse más exactamente 
el cuadro topológico correspondiente a una variedad crítica Wjcz M n . 
Un e-entorno bastante pequeño de la variedad Wj designada por 
U (Wj), es difeomorfo a un espacio fibrado normal (véase ¡11. p. 11. 
§ 7) sobre 

U(W¡) ^ W, 

con una fibra, el disco D " 0/ (do radio e). En cada fibra, del plano 
normal respecto a cualquier punto x£W,. la forma cuadrá¬ 

tica (Pf tiene un subespacio positivo Ri de dimensión a y negativo 
Ri de dimensión b, dondo b = y a + b = n — a¡. Tenemos 
descomposiciones de un espacio fibrado normal respecto a Wj en la 
suma directa 

RT a, = fíx®Rx, b= Xj —dim Rx- 

A la unión de los dominios de radio e alrededor del cero, en cada 
fibra de un espacio fibrado con fibra Rf¡. la designemos por U~ (Wj), 
y en un espacio fibrado con fibra ÍÍJ. por U+ ( W¡). Tenemos una 
inmersión (encaje) natural 

U~(Wj) a U* {Wj)'cz{.yi n . 

La restricción de la función / en U~ (Wj) tiene el máximo en misma 
Wjc: U~ ( Wj) sumergida como una sección nula (0 en cada fibra f?;). 
En forma completamente análoga al teorema del § 15 de este capí¬ 
tulo se demuestra el siguiente lema. 

lema i. Para un pequeño ó > 0. una variedad M a¡ + # se contrae 
a un complejo U~ (lEy), suponiendo que en los niveles 
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[a¡ — 6, a¡ + 6] no haya otros puntos críticos salvo Wj. La pegadura 
se realiza por la aplicación ip : óü~ (Wj) —*- M aj ^. 

La demostración del lema repite el razonamiento del § 15. En 
vez de pegar una célula o'-j en un punto crítico no degenerado aislado x¡. 
de índice X¡, aquí se pega toda una variedad U~ (W'y) que representa, 
por definición, una familia a> — paramétrica (el parámetro es un 
punto de W¡) de las células o*>, donde Lj es un índice de la variedad 
crítica 1 Vj. El lema 1 del § 15 sobre la posibilidad do la reducción, 
exacta (localmente) do la función / a una forma cuadrática no es 
importante para los resultados del § 15. Es más imporlanto el hecho 
que. on virtud de la regularidad de ls forma d?f. la topología de las 
superficies de nivel do la función / cerco del punto crítico se define 
por la forma d 2 /, lo que es evidente. En el caso dado la no degenera¬ 
ción de la forma d 5 / en todos los planos normales respecto a W¡ aso- 
gura todas las propiedades topológicas de los niveles de la función, 
en el dominio U (VFi) de una manera completamente análoga. 

La frontera dU~ (VI';) se representa como un espacio fibrado con 
fibra-esfera S k J~ x . Esto es una familia de fronteras de células n>-J, 
que depende de un parámetro que pasa por todos los puntos de IVj. 
Los espacios librados U— y dU~ con las fibras I)*-; y S K J~ l pueden 
sor no triviales. Si la base de VE;es simplemente conexa, estos espa¬ 
cios librados son orienlables (y la misma Wj es orientable. por ser 
simplemente conexa). Precisamente esto será utilizado en la demos¬ 
tración del punto b). 

Observación. Do hecho es posible en la formulación del teorema 
cambiar la condición del punto b) por la condición de orientabilidad 
de W, y U~ (W,). 

Demostremos la siguiente afirmación. 

lema 2 Sea U~ (W,) un espacio fibrado con fibra D y > y base Wj. 
Para las homologías relatii-as (U~. 0U~) tienen lugar las igualdades 

(L'~. dU-)-H*(W¡), 

// V ,(L'-. d6-) = //,(H’ ; ). ( 

Si U~ y H'¡ son orienlables, la igualdad (2) se cumple tambUn 
para G = 11. Z. 

demostración Teueiuos los siguientes homomorfismos de la 
dualidad de Poincaré (véase el § 18): 

1) D a : H 9 (U~) ss (U~, dU~) (véase ol problema 4). 

2) D w :H q (Wj) ssH^'iWj) (véase el teorema 18.1) (la dimen¬ 
sión de Wj es aj, la dimensión de U~ es a;-¡-bj). Considerémos¬ 
la superposición D V D W . Obtenemos el isomorfismo: 

D V D W : II q (W,) a ff K¡ + q (U-, 0U-) 
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El lema queda demostrado, teniendo en cuenta el isomorfismo 
H, (U~) as fI*(\V,). . .. 

Del teorema 4 del §5 obtenemos («teorema de factonzacion» o de 
«corte»): 

HAM.i-tiUU-, M a ,_<)=H,(U-, dU~). 


Puesto que //, (¿V/ aj » 4 , M a¡ ^ ) = obtenemos de los 

•lemas también la demostración del teorema. 

ejemplo i. Sea dada una superficie de la torsión M® en R 3 alre- 
•dedor del eje z, y sea / una función do altura (coordenada z en A/®). 
Las variedades críticas W¡ son circunferencias S l , donde aj = 1. El 
•número X¡ es ora 0 (mínimo local), ora 1 (máximo local). Pueden ser 
tales puntos críticos aislados (mínimos o máximos locales), si so 
•encuentran en el mismo eje z. 

ejemplo 2 . Consideremos espacios fibrados cuya baso es la esfera 
•S" de forma (véase f 11. p. II. § 24): 

1) SO (n+ 1) 5" (fibra SO(n )); 

2) U(n) 5®"-‘ (fibra U(re-i)); 


3) Sp(n) 5*'-' (fibra Sp(n — 1)). 

Tomemos la función g ( x ) con un mínimo y uu máximo x¡ en 
las esferas S". S*"- 1 , 5 Jn_1 . En los espacios fibrados 1), 2), 3) surge 
la función 


/ (*) — B ( P (*))• ... 

Tendromos dos variedades críticas para / de forma M- 0 — p~ l (x 0 ) 
y IT, = p' 1 (x,), do índices = re (ó 2re — 1, 4l» — 1, respectiva¬ 
mente) y = 0 (máximo). Del teorema 1 obtenemos: 


b, (SO (re + 1)) < b,. n (SO («)) + b, (SO (n)l; 

bj (U (re)) ^ b Mtm .„ (U (re -1)) + bj (U (re - 1)); (3) 

b, (Sp (*))<!>,-<„-,> (Sp(n —1)) + b, (Sp (n— 1)). 


Verificar que aquí todo es oriontable (véanse las observaciones para 
la demostración del teorema, más arriba), y que las desigualdades (3) 
son utilizables no sólo para G = Z,. sino que también para G = 
= Z. R. 

problema i. Demostrar, quo las desigualdades (3) son igualdades 
para j < re para SO (re + 1), / < 2re — 1 para U (re) y ; < 4re — 1 
para ^Sp (re). 

De los resultados más exactos del § 7 se deduce que para U y Sp 
las desigualdades (3) son igualdades para lodos los ). Un problema 
más difícil: las desigualdades (3) son igualdades para SO con G — Z, 
(siempre) y con G = R (para re impares). 
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ejemplo 3. Consideremos un espacio homogéneo de Hiemonn M n 
con un grupo de movimiento D, donde MP = DIH, y H es un sub¬ 
grupo estacionario del punto x 0 £ \f", Hx a = x„. 

Examinemos la función / (x) = p a (x, x 0 ), donde p (x, x 0 ) es la 
distancia de Riemann del punto x al punto x 0 . Es evidente que la 
función j (x) es invariante respecto al grupo II: f (IIx) = / (ir). 

problema 2 . Estudiar las variedades criticas de la función / ( x) = 
= p 2 (x, 1) para M" = 50 (a) o U (n), Sp (re). Aquí el grupo D = 
= 50 (n)-SO(n) para una métrica invariante bilateral p. 

D: ac-*-g,x(£\ (g„ g*)6£>. 

La función / (x) es invariante rcspocto a las transformaciones del 
subgrupo H = SO (re) — (g. g)c: D. ya que con x„ = 1 leñemos 
gx 0 g~' = x„. De manera que la función p 2 ( x. 1) •= / (x) es invariante 
respecto a los automorfismos interiores / igxg~') -- / (x). 

ejemplo «. Sean Q un grupo do Lie y T : Q—+ GL ( n . IR) su repre¬ 
sentación rantricial. El carácter tiene la forma / (x) = Xt (x) = 
= Sp (Tx). x £ Q. 

El carácter % T (x) = / (x) da otro ejemplo do función invariante 
respecto a los automorfismos intoriores / \gxg~ l ) ■- / (x). 

problema 3. Estudiar las variedades críticas de la función / (x) 
para Q = SO (re) o (J (re). Sp (re) y sus representaciones irreducibles. 
Considerar los casos Q = SO (3), 50(4), 50(3). Para el grupo 
SO (2) todas las representaciones irreducibles reales no triviales 
son bidimensionalcs y tienon la forma 

T ( 1=1! 003 S6n ('“P) I 

n W || —sen (reip), cos(reqi) | * 

fn (9) = Xt (y) ■= 2 eos (wp). 

Considerando los problemas de los ejemplos 3 y 4. es útil, com¬ 
prender en principio, qué órbitas tiene el grupo de automorfismos 
interiores para 50 (re), U (re). SU (re). Para los grupos SU (2) = 
= Sp (1) y el grupo 50 (3). el asunto os simple. 

problema i. Demostrar que todas las órbitas del grupo de auto • 
morfisraos interiores son 5 2 . salvo el centro (el centro es igual a 1 para 
50 (3) e igual a (1. —1) para SU (2) = Sp (1)). La órbita del punto 
central es do un punto. 

Para el grupo U (re) puede sor diagonalizada cada matriz A 6 
6 U (re) mediante un automorfismo interior .4 —► gAg~‘ para g £ U (re). 
Para las matrices diagonales todo dopende, evidentemente, del número 
de distintos valores propios coincidentes. 

Sea descompuesta la matriz en bloques de forma donde — 
= exp(2níipy) y X¡ se encuentra l¡ veces, l t + .. . + lh=n. 


15—01126 
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problema s. Demostrar que la órbita gAg~ l de la matriz A de 
forma (4) es así: U(n)IU(l x ) x ... X l (l h ). 

Obtenemos la órbita de la posición general, cuando todos lo» 
números propios son distintos ^ X 2 ¥= • • - este cas<> 

U(l / )-=U(l)=S‘, y la órbita es de forma 

U (n)!V (1) X ... X (U (1) = V (n)IT“. 

De manera que en estos ejemplos tenemos fuñe iones con la simetría 
continua, el grupo Q de transformaciones M"-*-M n , que deja la 
función / invariable: / (ga) = / (.r). Distintas órbitas del grupo son 

no difeoniorfas entre sí, poroso el espacio cociente M —* MiQ no es 
una variedad. Aunque la función / (a ) se obtenga como / ( x) = if{pX) 
do alguna función <p en MIQ, no es posible utilizar las desigualdades 
de tipo do Morsa en MIQ, ya que osle espacio no es una variedad. 

ejemplo s. Una clase interesante de los ejemplos de este género 
con el grupo discreto Q, la obtenemos de los llamados grupos cristalo¬ 
gráficos (véaso [11. p. 1. § 20). Sea K cierto suhgrupo discreto de un» 
parte conexa del grupo de movimientos G„ de un espacio euchdeo R 
(grupo cristalográfico para n = 3). Según el teorema conocido 
(véase lll, p. I. § 20), en el grupo K hay un divisor normal A’ de índico 
finito, compuesto de translaciones. El grupo G„ es un producto 
semidirecto de SO (n) por R", además, las translaciones rc G, 
son un divisor normal, y SO («) = G„/R n (véase 111, p. 1, § 4). Uo 
subgrupo discreto Kcz <3* y su divisor normal Na V, donde N ■= 
— K íl V, definen un grupo cociente finito D h =■ KIN, que repre¬ 
senta todas las torsiones en torno a distintos puntos cío V• existentes 
en K, Tenemos una variedad compacta, el toro T n = IV /A (A' cs 
ur grupo abeliano libre, de rango n). y la acción de un grupo finito 
Di, en el toro T n : g (a) = gzg~' (mod A’) para g f K- 
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A cualquier función / en IR”, invariante respecto al grupo cris¬ 
talográfico Kcz G„, le corresponde (la misma) función, considerada 
en el toro T n = R” ¡N, designada por / ( y ), y £ T n . Con esto, la 
función / (y) en el toro T" es invariante respecto a las transformacio¬ 
nes del grupo finito D k . Llegamos al siguiente problema: se tienen unr 
espacio de Riemann compacto M". un grupo finito de movimientos 
D : M" —*■ M n y una función de Worse f (x) en jW". invariante res¬ 
pecto al grupo D. ¿Cómo es posible precisar las desigualdades de 
Morse para la situación dada? 

lema 3. Sea IV d <zz AP 1 una subvariedad en A/' 1 compuesta de un 
componente conexo entero de conjunto de todos los puntos inmóviles del' 
demento d £ D, d 1. Restringimos la función / en W¿. Si el puntó¬ 
te 6 1'1’u es critico para f en W d , entonces el mismo punto es crítico 
también para / en lodo M". 

DEMOSTitAcioN. Consideremos g (x) = grad / (x) como un vector 
en A/". utilizando la métrica. De la invariación do lo métrica res¬ 
pecto a los movimientos del grupo D, se deduce que la transforma¬ 
ción d £ D pasa el vector £ (x) = grad f (x) al vector grad / (dx): 
I (*)—*- I (dx). Si x £ W d . entonces x = dx. Descomponemos el vector 
1 ( x ) en la suma gi -h £, = g, donde g, es tangente a W,, y £ a es- 
normal a W d . Es evidente que d: £,. Por el contrario, d (g a ) ^ 

yt g 2 . si gj 0. De otro modo, la variedad W d no agotarla todo el 
componente del conjunto de puntos inmóviles del elemento d £ D, 
ella so dilataría en dirección del vector g.. Por eso el vector g (x) = 
= £i (*) = grad / (*) es tangente a W d . El lema queda demostrado. 

La precisión do las desigualdades de Morse al examinar la variedad 
concreta (AT\ D) y la función /, exige conocimientos de las- 
variedades inmóviles do los elementos d £ D, de las interrelaciones 
de estas variedades para distintos d y de un homomorfismo de inmer¬ 
sión de sus homologías en M". En particular, si x 0 es un punto inmó¬ 
vil aislado del elemento d£Z), entonces el punto x„ es un punto 
critico de la función / (x) en M n . 

Examinando un elemento d£D, d =£ 1, tenemos una variedad» 
inmóvil W d . En virtud de las desigualdades de Morse para W d ,. 
íenemos para / Wd = ]/W d : 

Sph (Ar«f)>S 

Notemos que los índices del punto crítico en W d y en A/" pueden no- 
coincidir. Hasta un grupo cíclico D de orden m con una generatriz d, 
las desigualdades de Morse pueden ser mejoradas, si sej conocen las 
inmersiones (encajes) 

W d <=W d , cz .. cz A/" = W im (T = 1. 

Un ejemplo singular obtendremos en el caso en' que D = Z 2 , y 1» 
variedad inmóvil W d del elemento d 1 tiene dimensión n — 1 
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y divido la variedad M n en dos partes difeomorfas, M n - Mi (J M, 
donde dM¡ = dM t = W d . La acción del elemento d m la siguiente, 

d: M f -*• jV/j, 

d: M 2 -*■ Ai,. d/dM, a» dldM 2 ss 1. 

Consideremos la sucesión exacta del par (Ai, W)‘ 

-Í- H qti (Ai, W) -1 H q {W) -X H 9 (M t ) H q (M lt W) 
Definimos los números 

b k (M¡, W) = b k (Mi) A- rango (H k (Ai,, W)/\m /„) 

pnoiiLEMA o. Demostrar que el número de los puntos críticos de 
la función / de índice k en A/, (incluyendo W) no es menor que 
h h (Ai,, W). 


§ 21. Puntos críticos de las funcionales y topología 
del espacio de las curvas £i M 

Una teoría natural análoga a la teoría de Morsa y de Luster 
nik — Shnirclman surge en las variedades suaves de dimensiór 
infinita Ai“. Por ojomplo. una de tales ovariedades» es el ospack 
do las curvas suaves a trozos Q (A/, p, q), que van del punto p al 
punto q en una variedad \I de dimensión finita. Es posible examina: 
en la variedad M°° una función F (y), donde y 6 A/*. A tales fun¬ 
ciones se las llaman habitualmente funcionales. La noción de «punto 
crítico» y„ para F (y) os natural, pero el «índice dol punto critico» 
necesita de argumentación. 

Aquí no vamos a estudiar la teoría de variedades de dimensióu 
infinita y nos limitamos a un espacio de curvas £2 (p, q, M) dol 
punto p al punto q. 

Sean: p, q 6 Ai, dos puntos dados: y: 10, l]-*-AÍ, una curva 
(camino) suave a trozos, y (0) = p. y (i) — q, o sea, hay una sub¬ 
partición 0 = t„ < í, < . . . < t k = 1 del segmento [0. 11 tal, que 
y {[<(. í|+,) (0< ¿< k — i) os una aplicación suave, pero en total y 
es continuo. Al conjunto de tales curvas (caminos) lo designemos 
por £2 (M, p, ?). La suavidad a trozos (pero no la suavidad) de las 
trayectorias consideradas y (i). ? (0) = p. y (1) = 9 resulta útil 
desde ol punto de vista técnico para la demostración del teorema 
sobro la descomposición del espacio £2 en suma de «células», por 
analogía con lo que sucede en un caso de dimensión finita. Con cada 
punto y £ Q (Ai. p, q) relacionamos cierto espacio lineal de dimen¬ 
sión infinita T v í 2, al cual es posible naturalmente imaginarse como na 
«espacio tangente» respecto a £2 en el «punto y £ £2. ” 



§ 21. Topología del espacio de curvas 


229 


definición i. Denominaremos espacio tangente T T S2 respecto 
a Ü en ol punto y, al espacio lineal de todos los campos vectoriales 
suaves a trozos v a lo largo de la curva y, para los cuales o (0) = 0, 

r (1) - 0. 

Llamamos variación por parámetro u, —e. de la curva 
(camino) y, que deja los puntos p y q inmóviles, a una aplicación 
de un segmento a: (—e. -4-e)—► Sí (e > 0 es suficientemente pequeño) 
tal, que a (0) = y; hay una subpartición 0 = í 0 < íi < • - - < tk = 
= 1, para la cual a (u, í) definido por la fórmula a (u, t) = a (u) (t)y 
en cada franja f i+l es una aplicación suave en M (véase 

la fig. 96). 

Puesto que con cada u (— e=^ u^e.) fijado obtenemos una curva 
suave a trozos <x (u) (í). entonces a se puede considerar como una 





Fig. 90. Fig. 97. 


trayectoria en el ospacio Sí (véase la fig. 97). Por eso es posible exa¬ 
minar un vector de velocidad de la trayectoria a (u) en el punto 
y •= a (0). Por definición, tomamos v = (0, t ). El campo v = u(t) 

es un campo vectorial suave a trozos a lo largo de y (í) y, por consi¬ 
guiente (por definición del espacio tangente 7 V S2), pertencco a T v Si. 
Es fácil de verificar lo contrario: si es dado un campo arbitrario 
v 6 T V Q (o sea un campo v (t) a lo largo de y (í)), entonces siempre 
hay una trayectoria a (u) £ Si tal, que ~ a (0, t) — v (t). En el 
cálculo de variaciones, el campo v(t) se designa habitualmente por ó v . 

Sea F (y) una función con valores reales en Sí. Examinemos la 
curva y £ SI y el campo v = ó Y 6 T y Q. Consideremos la derivada 
^ F (ct (u))| „„ 0 , suponiendo que exista tal derivada. En los ejem¬ 
plos concretos de las funcionales F (y), con los cuales vamos a tratar, 
será evidente la existencia de la derivada. Notemos, que la defini¬ 
ción de la derivada ~ F (a (u)) dada más arriba es copiada exacta¬ 
mente de la definición de «dimensión finita» de la derivada en direc¬ 
ción de una función suave en una variedad de dimensión finita. 
Siguiendo, esta analogía en adelante, definimos de la curva crítica 
(él camino crítico) para F (y). Diremos que la curva y 0 6 Sí es crítica 
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para F (y), si — F (a (u)) | „ =1 , = 0 para cualquier variación a (u) 
•de lo curva y 0 (o ln derivada variacional es igual a cero). 

Aiiora n»s interesarán las funcionales completamente concretas 

i. 

•en Q. Esto es la acción de la curva (dol camino): E( y)= j' |1 2 

n 

i 

y la longitud de la curva (del camino): L( y)=* j ya estu¬ 

diadas en el libro [1] (véase |1) p. I, cap. 5). Con esto, conside¬ 


ramos, que l\l es una variedad de Hiemann. Entre las funcionales L 
y E existe la siguiente relación: E, al mismo tiempo, la igual¬ 

dad se obtiene si, y sólo si, | y | s> const, o sea si el parámetro t 
(en y (í)) os proporcional a la longitud do arco (al parámetro natural). 
Ahora recordemos algunos dalos sobro las derivadas variacionales 


de las funcionales L (y) y E (y). Sean a (u) una variación de la curva 
y; V = o (í) = (0, i) un campo vectorial fi T de la variación 


a (u) (a lo largo de y (f))¡ y (/) es el vector de velocidad de la trayecto¬ 
ria y (í); a ( t ) *-(y) es el vector do aceleración de la trayectoria, 

Ay (í) = y (t+) — y (¿-). es decir, el salto del vector de velocidad 
en el punto t. Es justo el siguiente teorema (fórmula de la primera 
variación) — véase 11), p. I, § 31. 
teorema i. Tiene lugar igualdad-. 


T-k E & (“»l-. 



donde a (í) es la derivada variacional de la funcional-, E es una función 
suave 

En virtud de la suavidad a trozos de la curva y (f) tenemos: 
Ay (f) = 0 para todo t salvo un número finito de. valores de t (puntos 
de discontinuidad do la derivada). 

Como lo hemos notado anteriormente, do la fórmula de la primera 
variación se deduce la siguiente afirmación. 

teqrema 2 . y 0 g f> es un punto crítico para la funcional E (y) si, 
y sólo si. y 0 es una geodésica. 

En realidad, si y 0 (f) es una geodésica, entonces Ay (t) =s 0. a(t) =0 
o sea. ~ E (a(u)), u=0 = 0. AI contrario: sea -^E(a.(u)) 1 U=0 ^Ü 
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para cualquier variación rx (u) de la curva (del camino) Yo (*)• Consi¬ 
deremos un campo vectorial v (í) = g (t)-a (t) a lo largo de Yo (*)• 
donde la función g (í) > 0. además g (t) = 0 sólo en tales puntos 
í, £ 10, 1J, donde Ay (í<) ¥= 0. Así: 

°=T-lr ff (®( u »i—» - -J <•«■ «(*»*(*>*. 

o 

o sea, a (t) = 0 a lo largo de Yo (0- Puesto que a (í) = V- # <Yo)> 
esto significa que cada segmento suave de la trayectoria Yo (0 63 una 
geodésica. Ahora escogemos a (u) de tal manera, que v (t¡) = 
= Ay (íj); entonces 

0 ='T -k E <« <“» L-o - - 2 <-(<i)- A v (*<)>. 

(«,) 

es decir, Ay (f,) = 0 para todo i, y por eso Yo (0 es una trayectoria 
suave (no tiene puntos do fractura). El teorema queda demostrado. 



Ahora recordemos la fórmula de la segunda variación (véase (1), 
p. I, § 36) para la funcional E. Sean i>„ v z £ 2' V Q dos campos vecto¬ 
riales. 

Consideremos una variación biparamélrica a: U X 10. 1]-+M, 
donde U(u, u 2 ) es un entorno abierto del punto (0, 0) £ R 2 (“i> «a); 

1 610, 11; a (0, o. t) = Y M; g (0. o, t) = ^ (t)¡ g (o, o, o = 

= v, (í). Es fácil verificar, que para cualquier par de campos v¡, 
v t £ T.,íl existe tal variación (véase la fig. 98). 

Llamamos hessiano do la funcional E en un punto critico Yo (0 6 
£ íí a la expresión de forma: 


v z ) = 


9 8 g(«(ui. Hall 
du i du<2 


|ui=ug=0 



232 


Cap 2. Punios críticos y homologías 


Aquí a (u„ u¡) (t) = a (u,. u¡¡. t). Es justa la siguiente fórmula de la 
segunda variación de la funcional E (véase 111, p. I, § 36). 

teorema 3 Sean: Yo £ £2, una geodésica (es decir, un punto crítico 

para E (y)), y a («,. « 2 ), una variación biparamétrica de la curva 
(de camino) yo; v, = (0, 0). i = 1, 2. Entonces 

4--SÉH 0 - <»- —2 <*«!>. {*,)»- 

(O 

i 

- i (fj(0. v. V. v, (f) -j- R (yj, v,) yo) dt, 

o 

dontle A(V- v. (f)) = V- v. (¿*)— V- t'® <#“) es un salto de la derivado 
y# v« v» 

(f| (0 en u,w de sus puntos de discontinuidad ; i? es tensor de cur¬ 
vatura. 

Fue mostrado más arriba que las geodésicas y 0 ( t ) no tienen puntos 

de fractura, y por eso es posible limitarse a las variaciones a, para 
las cuales v¡ (t) y v 3 ( t ) no tienen puntos de fractura. Entonces: 

T Sé- (0. 0) - - | <*,. V ; v ; u, + R (Vo, Vi) Yo) dt. 


Recordemos que el campo vectorial v (í) a lo largo de la geodési¬ 
ca y 0 so llama de Jacobi, si satisface la ecuación diferencial de 

Jacobi: (V- ) J o 4- R (Yo- v ) Yo — 0 (véase 1U, p. 1, § 36). Es conve¬ 
niente escribir esta ecuación en coordenadas en la siguiente baso: 
escojamos a lo largo de Yo (<) n campos vectoriales que son ortonor- 
males (para cada t) y paralelos a lo largo de Yo : e i (*)> • . ■, e n (t) 
(o sea, V.e (t) es 0). Entonces, v (l) = v‘e¡ (*), y obtendremos: 

v.a 

-^£-+2 *J(t)^(t) = 0, donde /?)(*)-<« (Yo. éj) Yo- «i>- 
J-l 

De manera que el campo de Jacobi (como solución de este sistema 
se determina unívocamente por los siguientes datos iniciales: v (0), 
V- (u (0) £ T yo (0) (A/ 11 ). Ahora recordemos la definición do los 

puntos conjugados a lo largo do la geodésica Yo (0- Sea que para un 
par de puntos A. B € Yo W exista un campo de Jacobi no nulo v (fj 
a lo largo do Yo (0 tal, que v | A = v \ B = 0 (es decir, el campo v (í) 
se anula en los puntos A y B). Entonces los puntos A y 13 se llaman 
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conjugados a lo largo de la geodésica y„. A la dimensión del espacia 
lineal de todos estos campos de Jacobi (a lo largo de Yo) so la deno¬ 
mina multiplicidad de un par de puntos conjugados A y fl € Yo- 
(a lo largo de y 0 ). 

Consideremos PE (i-,. v 2 ); sea H' v .c: T Q un subespacio lineal 
en T-, Q, compuesto de todos aquellos campos vectoriales v, tales, 
que SE (p„ v.) = 0 para cualquier v 2 £ T V ,Q. A veces al subespacio- 
W' V( , se lo denomina subespacio nulo del hessiano PE en el punto 
y 0 £ Q, o DÚcleo del hessiano (PE. Se llama grado de degeneración! 
del hessiano (PE, el dim W yt (en el punto crítico Yo € &)• 

teorema 4 Sea Yo una geodésica en M del punto p al punto q;- 
entonces, v £ VV yt (es decir, pertenece al núcleo del hessiano PE )i 
i, y sólo si, o es un campo de Jacobi a lo largo de Yo ( en particular . 
v \ „ = v \ q — 0). 

De manera que el núcleo IV-, del hessiano (PE es distinto de cero si, 
y sólo si. los extremos p y q de la geodésica Yo son conjugados a lo largo - 
de Yo- Ea dimensión del núcleo H’yo (o sea, ei grado de degeneración del 
hessiano PE) es igual a la multiplicidad de los puntos p y q a lo largo- 
de Yo- 

demostración'. Sea t’ un campo do Jacobi a lo largo de Yo t®*» 
que v L = v | q = 0. Entonces, v € T y , Q. Puesto que Yo es una- 
trayectoria suave, entonces \ (V- v (<)) =0 (no hay fracturas). 

Como v (t) es un campo de Jacobi, entoncos (V^)* v (0 + R (Yo- 
w)Yo — 0 y, por consiguiente, de la fórmula de la segunda variación, 
de la funcional E, obtenemos: 


PE(v, ñ)=2 (v(t). 0>+ j <í(t), 0> dlsO. 


<i> 


Así, v 6 Wi, (al núcleo de PE). Por el contrario: sea v € W y ,. Es 
necesario demostrar, que v (í) es un campo de Jacobi a lo largo de- 
Yo (t). Ya que el campo v ( t) es suave a trozos, entonces es posible 
partir el segmento 10. 11 inodiante un número finito de puntos 0 = 
= t n < t, < . . . < t„ = 1 en los intervalos (í,_,. *i). en los cuales 
el campo o ( t) es suave. Como antes construimos una función suave 
f ( t) en 10. 11 igual a cero en los puntos {!,. A:} y positiva en- 

los restantes puntos. Consideremos el campo q — 1 ((vi )*f + 
4- R (y 0 , v) Yo)- Sustituyéndolo en PE, obtenemos: 

i 

= - 2 (9. ¿ (v- , 4>)>+ j /• l(VO*«’+ 1 < (Yo- u)Yol*dí = OL 

(i) * 0 
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■Como q (i¡) =0, entonces el primer sumando es igual 

a cero, y en vista de que / (l) > 0 para í t¡, OáJ A;, entonces 
‘(V- ) J o + R (y»' v )y<i — 0 encada intervalo Ui_x. <¡1. De manera qneu 
es un campo de Jacobi a lo largo de cada intervalo [íj_ t . f 4 ]. De- 
moslremos que u es un campo do Jacobi a lo largo de toda la trayec¬ 
toria Yo- Para eso es suficiente demostrar, queV- (o) no tiene pun¬ 
tos de discontinuidad en el segmento fO, 11. Realmente, suponga¬ 
mos lo contrario: sean A (V-^ v) u = v- w ( t\) — V^ v (*7). saltos en 

los puntos t entonces, es posible considerar un campo vectorial 
g (t) a lo largo do Yo (*) tal, que g (t¡) = A (V- v)¡,. Entonces 

V# 

obtenemos: 

*-! 1 

\d*E(v, í)-=S |A(V. w) l( |*+ { <ff. (V.)*P 4-fl(Yc v ) Yo) dt = 0 

t~i * v 


en virtud de que v £ Ker (<PE). El segundo sumando en esta suma es 
Igual a cero (véase más arriba) y por eso 2 | A (Vj. 0 u)tt I s = 0, 
o sea, A(Vv 0 n)n = 0 para todo i. Así. Vi, v no tiene puntos de dis- 
-continuidad y. por consiguiente, v es un campo de Jacobi a lo largo 
de toda la trayectoria y 0 . 

OBSERVACION. Siempre es finita la dimensión del núcleo del Ue- 
ssibno cPE, puesto que ella es igual a un número de los campos de 
Jacobi linealmente independientes a lo largo de y» (que se anulan 
en los puntos p y q). 

Entre varias variaciones de las trayectorias Yo se destaca una 
-clase de las llamadas variaciones geodésicas, o sea, de tales aplica- 
■cioncs suaves ct: (—e. -1- e) X 10. 11-»- M, con las cuales a (0, t) — 
**> Yo (0 y cada trayectoria a ( u) (recordemos, que a (tí) (() » 
=■ a (u, 1 )) es una geodésica (o sea, en el proceso de perturbación de 
'la geodésica y las trayectorias perturbadas quedan geodésicas, como 

v 

-antes). Examinemos el «vector de velocidad» de tales trayectorias a 
en el espacio £2, es decir, un campo vectorial a lo largo de y 0 , 
Afirmamos que esto es uu campo de Jacobi a lo largo de y 0 . 

Realmente, ya que todas las trayectorias a(ti) son geodésicas, 
■entonces por consiguiente, es igual a cero la si 

¡guíente expresión: 
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Como Vo* (45-) . entonces 

Ou Ot 

o sea, el campo -^5- es de Jacobi. 

Es justa la afirmación contraria: se puede obtener cualquier cam¬ 
po de Jacobi a lo largo de la geodésica Yo con ayuda de cierta varia¬ 
ción geodésica. En efecto, supongamos, en principio, que la geodé¬ 
sica Yo uno dos puntos bastante cercanos p' y g' que so encuentran en 
ún disco D' l cz M" de radio suficientemente pequeño e > 0. Enton¬ 
ces es posiblo considerar, que cualquier par do puntos a, p 6 D n se 
une con la única geodésica contenida en el dominio D n . Al principio 
demostremos la existencia de un campo de Jacobi a lo largo de Yo 
(de p' y q'), que tiene en los puntos p‘ y q' valores dados arbitrarios 
(véase la fig. 99). Examinemos en los puntos p' y q los vectores 
tangentes arbitrariosay b respectoaAf y vamos a construir un campo 
de Jacobi a lo largo de y« con los datos iniciales: a en el punto p y b 
en el punto q'. Por el punto p' trazamos una curva suave a (u) tal, 
que ,la . I " ) = a: análogamente, por el punto q' trazamos una trayecto- 

au 

rin b (u) tal, que = b La familia buscada do las geodésicas 

la obtendremos uniendo por geodésicas los puntos a (u) y b (u) 
(esta geodésica es única). Reemplazando u. obtenemos una perturba¬ 



ra. 39 Fig. 100. 


ción buscada de la geodésica Yo del punto p' al punto q con valores 
iniciales dados a y b (véase la fig. 100). El campo de Jacobi buscado 
a lo largo de Yo desde p' hasta q' se obtiene mediante la diferencia¬ 
ción respecto al parámetro u de la variación geodésica arriba construi¬ 
da. Puesto que el campo de Jacobi se define unívocamente por sus 
valores en los puntos p' y q '. entonces os posible obtener de manera 
indicada cualquier campo de Jacobi a lo largo ile Yo desdo el punto p' 
hasta el punto q'■ Notemos que el espacio lineal do todos los campos 
de Jacobi a lo largo de Yo- desde // hasta q , es isomorfo a un espacio 
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linea) (2«)-clirnonsional: T p - (A/ n ) X l' q -(M“). En general eviden¬ 
temente, es justa la afirmación más amplia: un campo de Jacobi 
a lo largo de Yo desde el punto p hasta el punto q (donde p y q no son 
necesariamente cercanos) es definido unívocamente por dos valores 
suyos en dos puntos no conjugados (a lo largo de Yo)- 

Ahora demostramos la existencia de una variación geodésica, 
que engendra un campo de Jacobi dado v ya en toda la geodésica y„ 
desde p hasta q. Consideremos para esto un par de puntos p'. q £ Yo- 
que se encuentran dentro de una esfera bastante pequeña D", y de¬ 
mos en los puntos p‘ y q' los siguientes vectores: a = v | y, b — 
= u | Luego, construyamos una variación geodésica que engendra 
un campo de Jacobi v a lo largo de y„ desde el punto p' hasta e) 
punto q' (véase la construcción más arriba), y prolonguemos la fami¬ 
lia construida de las geodésicas fuera de los límites del disco D ", lo 
que da la variación geodésica buscada ya a lo largo de toda la geo¬ 
désica Y 0 . 

Estudiamos la relación entre los puntos conjugados a lo largo de 
Yo y las propiedades del hessiano (PE. Recordemos, que el índice X 
del hessiano (PE es una dimonsión máxima de los subespacios en 
Ty 0 S¡. en los cuales la forma (PE es definida negativamente. Tiene 
lugar la siguiente afirmación importante. 

teorema 5. El Indice de una jornia cuadrática ¡PE en un punto 
crítico Yo € £2 es igual al número de los puntos en la geodésica Yo (0. 
0 < t < 1, conjugados a lo largo de y„ (t) a un punto inicial p — Yo (Ó) 
(cada punto Yo (0 conjugado con y 0 (0) - p. es tenido en cuenta tantas 
veces, como sea el número de su multiplicidad). El Indice X = X (y 0 ) es 
finito siempre. 

Observación Si los puntos pyjno son conjugados a lo largo do y 0 , 
entonces es posible examinar toda la trayectoria y» (*)• Osj íSj i. 
En este caso Ker ((PE) = Oyy 0 £ Qesun punto crítico no degenerado 
de índice X. 

En particular, se deduce del teorema que cada segmento de la 
geodésica y„ contieno sólo un número finito de puntos conjugados 
con el punto p ~ y„ (0). 

Antes de pasar a la demostración formal del teorema, demos una 
explicación clara que muestra que los puntos conjugados definen 
tales variaciones a (u) en el espacio Ü. que a lo largo de ellas se dismi¬ 
nuyo una parte cuadrática de la funcional E. Consideremos que en 
la variedad M está dada una métrica de Rieraann definida positiva¬ 
mente y que V es una conexión de Riemann concordada con esta 
métrica. 

Sea x 0 f y,, un punto conjugado con p = y 0 (0) a lo largo de 
Yo (*)• Entonces, a lo largo del segmento I p, x 0 l de la geodésica Yo 
existe (x 0 ) campos de Jacobi (X(x„)^l), que se anulan en los 
puntos p y x„. (Estos campos, sin duda, pueden anularse también en 
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ciertos puntos interiores del segmento [p, j¡ 0 1.) Consideremos una 
variación geodésica a (u) del segmento [p, £,] en la dirección de 
algúra campo de Jacobi a lo largo de [p, x 0 ] que so anula en p y x 0 . 
Esto significa, que hay una «torsión» infinitamente pequeña de la 
geodésica [p, x 0 ], que deja inmóviles los puntos p y x 0 (véase la 
fig. 101). 

Examinemos las geodésicas a (u) (í), que definen esta variación 
geodésica, 0^ <(,• donde í 0 corresponde al punto x 0 € 7o- Enton¬ 

ces. es posible examinar la siguiente curva suave q> (u) en el espacio 



Fig. 103. I'ig- 10é. 


Q : ip (u) (<) = a (u) (f) con 0< << f 0 ; <p (u) (f) = Yo (*> con í 0 < 
sg: t sg: 1 (véase la fig. 102). 

En virtud de la elección de <p (u) se puede considerar, en la pri¬ 
mera aproximación, que la longitud de Yo desdo p hasta q es igual 
a la longitud de a (u (t) desdo p hasta x„ más la longitud de Yo desde 
a 0 hasta q, o sea, so puedo considerar, que la funcional E no cambia 
con un desplazamiento bastante pequeño a lo largo do la trayectoria 

5 (!«)• 0< u< e. 

Puesto que el campo de Jacobi es definido completamente por 
sus datos iniciales, en el punto x 0 el ángulo entre los vectores de 
velocidades de Ja trayectoria Yo y •a trayectoria a ( u ) (f) os distinto 
de cero (véase la fig. 103). 

Ahora construimos la nueva trayectoria \f> (u) en el espacio Q, 
que sale del punto y 0 a lo largo del cual una parto cuadrática de la 
funcional E decrecerá estrictamente, o sea, el vector de velocidad 

$ (u) ln-o pertenecerá a un subespacio, donde está definido negati¬ 
vamente el hessiano (PE. La construcción de la variación \p (u) se 
muestra en la fig. 104. 
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Ya que en un triángulo suficientemente pequeño x 0 y z se cum¬ 
ple una desigualdad estricta: la longitud de (x 0 . y) 4- la longitud de 
(x 0 , z) > longitud do (z, y), entonces, la longitud de la trayectoria 

i|: (u) (í) (ij? = (pz) -f (zy) -H (yg)) estrictamente es menor de la 
longitud de <p (u) (t), o sea, la longitud de y 0 (desde p hasta q). Aquí 
utilizamos, claro está, la definldad positiva de la métrica de Rie- 
mann. Así, cada campo de Jacobi en el segmento pz a , que se anula 
en los puntos p y x„. da un aporto unitario en el índice de liessinno 
PE en el punto y 0 . 

demosthación DEL TEOREMA Consideremos tal partición (bastante 
pequeña) del segmento 10, 11 mediante los puntos 0 = f 0 < *i < 
< . . . < th — 1. pora que cada segmento ly* (^i-j). Yo (¿i)l de la 
geodésica Yo sca un segmento geodésico mínimo, que una los puntos 
Yo (<¡- 1 ) y Yo (*i) cn una esfera bastante pequeña quo estos puntos 
los contieno. 

Sea T. H {í ( }cr 2’ Ví un subospacio vectorial en 3".,,. consistente 
en todos los campos vectoriales v (i) a lo largo de Yo (¿) con los siguien- 


o(t) 



tes propiedades: a) el campo v (t) es de Jacob! a lo largo de y» 60 
cada segmento [ij_„ <,), 1^ k; b) v (0) =0. v (1) = Ü (véase 
la íig. 105). 

Con otras palabras, T v> {f ( } es un espacio de todos los campos 
quebrados de Jacobi a lo largo déla trayectoria y 0 (t) (los puntos de 
fractura son {t¡}). Junto con un subespacio 7' Ví {¿,} consideremos eD 
T v ,Sl otro espacio más, Q v , compuesto do todos los campos v (t), 
para los cuales v (l,) = 0, 0^ k. 

lema Un espacio tangente T y.Q se descompone en la suma directa 
de sus dos subcon/untos: T y fi ■= T. /t {í¡) 0 Q yr al mismo tiempo los 
subconjuntos Ty. ¡í[) y Q y , son ortogonales respecto a un producto es¬ 
calar, que se da en T v ,íl por el hessiano PE (o sea, PE (o,, t.\¡) = 0, 
si o, g T y> {£¡), v\ £ Qy„). Luego, está definida positivamente la 
restricción del liessiano PE en el subespacio (> v „. es decir, el índice de 
(PE en 7" Vo Q es igual al índice de PE en Ty, {t¡ }. Puesto que T y ¿ {£¡J 
es un espacio lineal de dimensión finita, el índice del hessiano PE es 
siempre finito. 

demostración. Sea v £ Ty.; . consideremos ios vectores v (ti), 
1^ i< k ; entonces hay, y es único, un campo de Jacobi quebrado v' 
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tal. que v (¿,) = y' (í¡), k; por consiguiente, (y — u') (t¡) = 

= 0, o sea. v" = v — v' = <> v ,. Así, para cualquier y £¡ jT v . hay, 
y es única, una descomposición de forma v = y' + v , donde 
v'£ T v , {£,-}, y n" 6 Qy,- Así T Vt se descompone en la suma directa de dos 
subespacios: T y , {<(} y Q v ,. Demostremos la ortogonalidad de losv 
mismos. Tenemos de la fórmula de la segunda variación: 

i 

\ PE(v', v‘) = — 2 A (v;.y')>- j (V, 0) dt •> o, 

(i) o 

lo que se quería demostrar. 

Ahora demostremos, que la restricción de d 2 E en es una forana 
definida positivamente, o sea. PE (y, v)^ 0, si v 6 Qy. , con est0 
igualdad a cero tieno lugar si. y sólo si, v = 0. Consideremos la 

variación a ( u ) de la curva y„, que engendra el campo y 6<?v Como- 


üfu>rt) 



Fig. 10Ü. 


el campo v (í) se anula en los puntos £,. 1^ le, entonces, eviden¬ 
temente se puede considerar, que a (u) (í f ) ss 0 para cualquier u, 
1^ i^.k (véase la fig. 106). 

Puesto que cada segmento do la geodésica y 0 desde el punto' 
Yo (*í-i) hasta el punto y 0 (£,) (1^ k) es mínimo, entonces para el' 
correspondiente segmento de la curva a (u) ( t ) desde el valor £,. 
hasta el valor t, se cumple la desigualdad: £¡‘ ( ) (a (n) (£)) > 
> e ' i \. | (Yo (0); Por consiguiente: E (a («)(<))>£ (Yo (0) = 
= (a (0) (£)). Ya que es posible interpretar el valor de (PE (y, y)i 
como la segunda derivada de E (« (u) (í)) en el punto u = 0, enton¬ 
ces, por lo tanto, la existencia de un mínimo local para E (a) (ií) (t)), 
significa que tPE (v, v)^0. 

Queda para demostrar que (PE (y. v) > 0. si v 0 y y € Qy.. 
Supongamos que (PE (r. y) = 0. Demostremos que entonces- 
(PE (q>, y) = 0 para cualquier q> € ?V Puesto que <p = <p" + <p", 
donde <$' £ T y , {£,), y q " € Qv,- entonces 

d^E (q/ -f :p", y) = (PE ((p', y) -+• d 2 E (<p", y) = (PE (<p", y). 
Puesto que tPE (<p'. y) = 0 (recordemos, que los subespacíos fy.ih}, 
y Qy, son ortogonales respecto a la forma PE). Puesto que (aip + 
- Ó 6 <?v. para cualquier a real, entonces tenemos: PE (acp" + y,. 
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aij‘" + u)^¡ 0. o sea. a*PE (q>". <p") + (PE (y. v) -+- 2aPE (<i> v) — 
= aW (cp", <p") -f- 2aPE ( 9 ', u)> 0, o sea en virtud de la arbi¬ 
trariedad de a obtenemos: PE (<p', u) = 0. Así, (PE (cp, v) ss 0 con 
cualquier <p g T y> , es decir, v 6 Ker {(PE). Al mismo tiempo 
Ker (PE) consta sólo de los campos de Jacobi, y como el subconjun- 
to (? v „ contiene sólo un campo de Jacobi nulo, entonces obtenemos 
definitivamente P E (v. v) > 0 on Qy c . El lerna queda demostrado. 

El loma demostrado permite limitarse, al calcular el índice de 
•PE a lo largo de y„, sólo a los campos de Jacobi quebrados, corres¬ 
pondientes a una partición bastante pequeña {í<} del segmento ( 0 , 11 . 



Fig. 107. 



Fig. 108. 


Consideremos una geodésica v« (0 0Q 11,1 intervalo desdo 0 hasta f 0 , 
donde 0< í 0 < 1. Designemos por X (í„) al índice del hessiano PE 
a lo largo del segmento de la geodésica 10, í,,l. Es claro que X (t 0 ) es 
una función monótona, o sea, X (t 0 )^ X (fl). si i„ < C Esto se dedu¬ 
ce del hecho que cualquier campo de Jacobi en 10 , t 0 l se anula en el 
punió t = 0 y en el punto t = a. donde l 0 - y por eso cada uno 
de estos campos se prolongan basta un campo de Jacobi a lo largo 
del segmento [ 0 , t¡ I. si lo suponemos igual a cero on el segmento 
■la. i¿] (véase la fig. 107). Luego, puesto que la geodésica y„ (f) es 
mínima localmente, de aquí se deduce, que X ( t 0 ) 0 para t 0 sufi¬ 
cientemente pequeños. Si t 0 no os un punto conjugado en yo (<), 
•entonces la función X (í) es localmente constante on un entorno bastan¬ 
te pequeño de t„. ya que el conjunto de los puntos no conjugados 
a lo largo de y„ (f) es un conjunto abierto. De manera que los saltos 
de la función X (t) pueden realizarse sólo en tales puntos f 0 , conjuga¬ 
dos con el punto y 0 (0) = p. El carácter do este salto lo hemos estu¬ 
diado anteriormente. Este salto es igual al número de campos de Jaco¬ 
bi linealmente independientes que se anulan en los puntos y 0 ( 0 ) 
y Yo («o) (° sea ' a un índice de un punto conjugado y 0 (¡o))- En reali¬ 
dad, cada uno de estos campos do Jacobi define la variación a (u) de 
la trayectoria y 0 (i) en el espacio Q. a lo largo del cual el hessiano 
PE está definido negativamente. Hemos mostrado anteriormente 
este efecto: aquí solamente vamos a recordarlo (véase la fig. 108) 
De manera que pasando por cada punto conjugado t 0 , añadimos a li 
función X (f) el índice de este punto conjugado, por consiguiente, al 
llegar al punto q = y 0 ( 1 ) (que se supone no conjugado con p — y 0 V>] I 
obtenemos definitivamente que el valor de X (1) es exactament' 
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igual a la suma do los índicos (o sea, de la multiplicidad) de todos 
los puntos conjugados con el punto p = Yo ( 0 ) a lo largo de la geodé¬ 
sica y 0 (f). 

Queda así demostrado el teorema sobre el índice de la funcional E. 

§ 22. Aplicaciones del teorema sobre el Indice 

Ahora vamos a utilizar el teoroma demostrado on el § 21 (sobro 
el índice) para estudiar la estructura topológica de un espacio de 
bucles Q (Af), donde Af"es una variodad suave compacta. Actuamos 
por analogía con la teoría de la dimensión finita, que permite por 
una función dada en una variedad de dimensión finita construir la 
partición celular de esta variedad. Ahora, en vez de una variedad 
do dimensión finita, tomemos una «variedad de dimensión infinita» 
Í 2 (. 1 /) s= Q (M, p, q) de las curvas (caminos) suaves a trozos del 
punto p al punto q. 

Consideromos una funcional de acción E( y), donde y € £2jW; 
esta funcional será una «función de Morse», si todos sus puntos críticos 
(o sea, las geodésicas del punió p al punto q) son no degenerados. 
Como ya hemos aclarado, esto sucederá si, y sólo si. los puntos p y q 
no son conjugados entro sí (a lo alrgo de cualquier geodésica que une 
p y q). Luego, en cada punto crítico do y 0 £ CiM de la funcional E 
surge un número entero, el índice de esto punto crítico, o sea, el 
índice de la geodésica y„ (desde el punto p hasta el punto q). Por 
consiguiente, análogamente al caso de dimensión finita, es posible 
esperar que on cada punto critico (es decir, en cada geodésica y 0 ) 
«colgará» una célula de dimensión igual al índice de este punto crítico 
(o sea. al índice de 1a geodésica y„). De manera que surge la partición 
celular del espacio Í2.1/ en células, cuyos número y dimensión son 
definidos por el número y los indices do las geodésicas, que unen los 
puntos p y q (si p y q no son conjugados). 

Puesto que consideremos variedades de Iticmann .1/". es posible 
determinar la distancia entre cualesquiera dos curvas y,, y a £ iiM" 

Ys)- mj* p (Yi ((), Yi<<))+( j dt) ' '* . 

o 

donde s, (I), s a (f) son las longitudes de los arcos a lo largo de y, (í) 
y Ys (Oí P (x> y) es la distancia en Af” entre los puntos x e y (on una 
métrica de Riemann dada). Consideremos para cada a > 0 un domi¬ 
nio Q a cz QAf, o sea, el conjunto de todos los puntos y £ CIAf, para los 
cuales h (y)^ a. Resulta, que es posible aproximar el conjunto Q ° 
mediante una variedad suave de dimensión finita (en cierto sentido 
exacto). 

Fijemos una partición del segmento (0, 1) mediante los puntos 

— t¡> < < . . . < l k = 1 y designemos por fi ((„. t k ) a un 

18-01128 
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subespacio en QM, consistente en todas las geodésicas suaves a tro¬ 
zos y que tienen puntos de fractura sólo para valores de los paráme¬ 
tros t iguales a t„. t,. t k . Connotamos cou £2“ (í^ • - -• >u) 

a la intersección Q" fl « o.«* decir, '«das las llni ‘ as 

geodésicas a trozos a lo largo de las cuales E ^ a, son puntos de 

£2" ('o.**>• „ w _ , 

lema i Sea M" una variedad compacta y £2“=^ 0. Entonces , 
para todas las particiones suficientemente pequeñas (í„. . . . t h ) del 
segmento 10, 1), es posible dar al conjunto £2 (í„. .... M fl (E < °> 
una estructura de variedad suave de dimensión jinita. 

demostración Sea e > 0 un número pequeño tal. que para cual¬ 
quier par de puntos con una distancia entre sí no superior a e. hay 
una única geodésica que los une en una esfera de radio e. Escojamos 

la partición (í„.t*) de tal manera, que para todo l: t, — t,_, < 

< ¿‘la. Entonces cada geodésica y 6 V . definida 

unívoca monte por un ivicgo do k — 1 punios: y (¿i). .... y 

La aplicación y-+(y Ui).V (*.-.)) establece un homeomor- 

fismo entro £2 (í 0 .í fc ) fl (K < «> V u " subconjunto abierto del 

producto directo M X . . . X Al (k — 1) veces. El lema queda 
demostrado. 

Consideremos una función E . que es la restricción de la funcio¬ 
nal E del espacio £2" en una variedad suave do dimensión finita 
£2 (t„. h) fl (£ < «)• 

LEMA 2 . )m junción E' es una /unción suave de Morse en la variedad 

de dimensión jinita £2 (í„.-i») fl (£' < »)• ’-<' s P unU > s críticos 

de esta función son exactamente puntos críticos de la funcional E en 

£2 (í 0 . t,,) f| (£' < “)• o sea. las geodésicas (sin fracturas) que 

van de p a q q llenen una longitud menor que \'a. El índice de un punto 
crítico de la junción es exactamente Igual a la geodésica correspondiente. 

Para cualquier b <L a la variedad Q (¿o. *k) fl b) es un 

retracto de deformación del conjunto £2 6 = (E^ b). 

demostración. Presentemos la deformación r: ( E b )- t - £2 (í 0 , . . 

. . .. t h ) f) (#*£ b). Sean v 6 (£< b) y (í„.**) una partición 

fijada más arriba (bastante pequeña) de [0. 11; consideremos los 

puntos y (í„). 7 (<»). y sea r (y) la única geodésica suave a trozos 

perteneciente a £2 (f 0 . t„) fl (£< b), definida por los puntos 

y (í„). .... v (tu). La construcción de una retracción de deformación 
buscada está mostrada en la fig. 109. Luego, de la fórmula de la 
primera variación se deduce la afirmación de que los puntos críticos 

de E 1 en £2 (í 0 . t„) f| (£< b) son exactamente las geodésicas 

(sin fracturas) que van de p a q. La coincidencia de los índices para 
E' y E se doduce del carácter local de la definición del campo de 
Jacobi a lo largo de la geodésica: coinciden los espacios de los campos 
de Jacobi para la función E' y la funcional E. El lema queda de¬ 
mostrado. 
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De manera que obtenemos la siguiente afirmación. 

CORO!.ario. Sea A/" una variedad campada ( además , en lugar de la 
compacidad se podría suponer sólo la complelitud de la variedad A■/"); 
P- ij € M n es un par de puntos no conjugados a lo largo de ninguna lon¬ 
gitud geodésica que no sobrepasa ya. Entonces el conjunto Q n — 
— (¿' Sí a) es homo tópicamente equivalente a un complejo celular finito, 

ral 

Ktg. IDO. 


en el cual cada célula de dimensión 1. corresponde biunísocamente a una 
geodésica (cuya longitud que no sobrepasa Y a), de índice X. 

lendiendoa A-»-oo(liocia infinito), obtenemos. que todo el espacio 
52 es homotópieumente equivalente a un compiojo celular, en el 
cual cada célula corresponde biunívocamente a una geodésica de 
P 8 *?• y 1° dimensión de lo célula es igual al indice de esta geodé¬ 
sica. 

Observación Aquí no vamos a examinar niás formalmente el paso 
al limite «-*- oo, porque este examen exigiría introducir una noción 
topolugicn tal. como límite directo de los espacios dilatantes. 

Ahora examinamos el espacio Si* (M, p, q) de todas las curvas 
continuas en la variedad M", que van del punto p al punto q. Resulta 
que los espacios Q* Al y QA7 son homotópicamcnte equivalentes, 
y por eso la partición celular de Si Aí engendra también la partición 
celular del espacio Q*.l/. Consideremos una inmersión (encaje) 
natural i: Si—► Si*. Suponemos que la topología en el espacio Í2* 
se introduce con ayuda de una métrica max p (y, (t), y a (í)). 

donde y,, y s £ S2*. y p es una distancia en la variedad de Riemann M n 
(A veces a esta topología se la llama topología compacto-abiorta). 
De la comparación do las topologías en Q y Q* (véase más arriba) 
se deduce fácilmente, que la aplicación de la inmersión i es continua. 
lema 3 . Los espacios Q y Q* son homotópicamenie equivalentes. 
demostración Construyamos en fi* una función continua 
K 0^ g (y)=SÍ 1. tal, que de la desigualdad | t — l' \ < 2g (y) se 
deduce que los puntos y (í) y y (í') están unidos por Ja única geodé¬ 
sica minimal. Sea / : A/"-*-10. 11 una función continua arbitraria 
en la variedad compacta AL", que toma valores de 0 a 1. Designemos 
por Ej (r) (donde r 6 (0, 11) a un número máximo real tal. que cual¬ 
quier par de puntos de/-* 10. r]. con una distancia entre sí no mayor 
de E| (r). están unidos con una única geodésica minimal. Claro que 
con el crecimiento do r. E| (r) es una función monótona no creciente. 



244 


Cap. 2. Puntos críticos y homologías 


Consideremos uua función s 2 (r) tal, que e s (r) < e ( (r). Supon¬ 
gamos e (y) = e 2 (inax fy (t)); obtenernos una aplicación continua 

Por construcción de la función e¡ tenemos, que cual¬ 
quier par do puntos en una curva ye AI", con una distancia entre sí no 
mayor de e (y), está unido con una geodésica minimal única. Con¬ 
sideremos una nueva función: 

x(v, a)=»(a— l)e(y)+ mas p(y(<)> Y(<'))‘. 

aquí «: £2* X 10, ll->- R. La función tereco en forma estrictamente 
monótona al cambiarse el argumento a desde U hasta 1 y t (y. 0) < 

< 0^ t (y, 1). Por consiguiente, para cada y <E 12* hay un único 
o¡ 0 g (0, 1) tal. que t (y, a a ) = 0. Definitivamente, supongamos ct„ = 
= 2g (y). Si a = | t — t' |< a» = 2g (y), entonces x (y, a)< 

< t (y. a 0 ) =* 0, o sea, x (y. a) = (a — 1) e (y)-¡- max p 

(y (i), y(f'))<0, es decir, p (y (í). Y (l'K (1 — a)s (v)< e (y), 
por lo tanto, y (t) y y (<') están unidos por una geodésica minimal 



única (véase más arriba la definición de e (y)). La construcción de la 
función g (y) ha concluido. Definamos la aplicación continua r : íl*-+ 
Í2, haciendo: r (y), una curva unívocamente definida tal. que r (y) 
coincide con y para valores del parámetro t = 0. g (y). 2g (y), . . 
... &• g (y) y para aquí k — 11= l;raot/g (y)l (parte entera); la 
trayectoria r (y) es una geodésica en cada intervalo lp-g (y), 
(p+ 1) g <y)L 0< p<; k — 1. Al igual que más arriba, se verifica 
direetamento que las aplicaciones ir y ri son liomotópicas a las apli¬ 
caciones idénticas (véase la fig. 110). El lema quedo demostrado. 
Así, ha sido demostrado definitivamente el siguiente teorema. 
teorema i. Sea AT n una variedad de Riemann compacta (o entera )¡ 
sea p y q un par de puntos en iW no conjugados a lo largo de ninguna 
geodésica. Entonces, el espacio de las curvas continuas £2* (M’\ p, q) 
(que es equivalente homo tópicamente al espacio Í2 (Af". p. q)). tiene un 
tipo homotópico de un complejo celular numerable, en el cual a cada 
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geodésica del punto p al punto q con índice X le corresponde exactamente 
una célula de dimensión X. 

Observación Si está fijada la geodésica y 0 , entonces surge una 
célula correspondiente a” (>. es índice de y 0 ) como un conjunto do 
trayectorias que se obtienen de y„ mediante perturbaciones de y 0 en 
dirección hacia todos los campos de Jacobi a lo largo de y„ (véase 
la fig. 111 ). 

Veamos algunas aplicaciones del teorema demostrado. Apli¬ 
quemos este teorema ni problema de cálculo de los grupos do las homo¬ 
logías (y cohomologías) con coeficientes enteros de un espacio de 
bucles OS", donde S” es una esfera «-dimensional. Introduzcamos 




en la esfera S" una métrica de Hiemann estándar, y sean p y ij dos 
puntos suficientemente cercanos en una esfera S. Entonces es posible 
considerar, que p y q no están conjugados a lo largo de ninguna geo¬ 
désica en .9" (por ejemplo, con el punto p está conjugado sólo un 
punto en la esfera, el punto dlametrnlmente opuesto —p). Entonces 
los puntos p y q están unidos con un número numerable de las geodé¬ 
sicas y„. y,, y,.donde y„ es un arco más corto de un círculo 

máximo en el cual se hallan los puntos p y q (véase la fig. 112). 
Designemos a la circunferencia del círculo máximo por d-, entonces 
Vi = ?Va = d -+- d + y 0 ; 7 , = d -r d ~ d + y„. etc. Claro 
que el índice X (y,,) de la geodésica y* es igual a /.• (n — 1), Aquí 
liemos utilizado el hecho de que los puntos p y —p son conjugados 
con una multiplicidad n — 1 : existen n — 1 variaciones geodésicas 
(giros) «leí arco del círculo máximo que uno los puntos p y — p. Se 
deduce del teorema anteriormente demostrado, que el subconjunto 
de bucles QS” tiene un tipo homotópicn del complejo celular, quo 

posee en cada do las dimensiones 0. n — 1 , 2 (n — 1 ), 3 (« _ 1). . . . 

exactamente una célula (no hay células en otras dimensiones). De 
aquí podemos obtenerla información sobre las homologías//* (QS”; 2). 

Al principio supongamos que n > 2; entonces cada célula do 
las arriba indicadas k = 0 , 1 . 2 . . . . es un (co)ciclo (ya 
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que dos dimensiones vecinas no contienen células en absoluto), o sea, 


H r (£lS"; 



2. si p = k(n — i), *=0, 1. 2. 3. 

0 , para los restantes valores de p. 


En particular. II p (S25"; Z) as //” (525“; 2). Se hacen un poco más 
complicados los razonamientos para n — 2. Eu esto caso en cada di¬ 
mensión: 0, 1, 2, 3, 4. . . . hay exacta mente tina célula, por eso la 
trivialidad de un operador de frontera ú\ C p —«- C r ya no so deduce 
ilo las consideraciones anteriormente dadas. Vamos a estudiar ron más 
detallo la estructura del armazón tridimensional (S2)* S) de un espacio 
de bucles 5! (S 2 ). Obtenemos de lo demostrado más arriba: (Í25 a )' 3) — 
= o° U o* yo* U o 3 . Recordemos que de uu espacio fibrado están- 
. o 

dar E—~ S- (donde E es un espacio do curvas eu 5 a . salientes de un 
punto fijado en 5 a ), se deduce la relación: n¡ (5 a ) = n,_. (ti), 

1. Como se señala en ol § 21 de la parle II dol libro (1). (5 a ) = 

- Z, o sea, n¡ (Q) - Z. Luego (véase 111. p. II. §22), n 9 (5 a ) = Z 
(osea, ji¡¡ (52) = Z). Ya quo //, (Si: Z) = {grupo conmutado n, (ti)}, 
entonces //, (Si; Z) = Z. Consiguientemente, la frontera do la 
célula rr a so contrae por 5* = o° (J o* en un punto, es docir, el arma¬ 
zón bidiuiensional (S2)<*> es equivalente bomotópicamente al ramo 
5* V -5 a (véase § 4). Puesto que n 2 (Sí) ~ Z. entonces una célula 
tridimensional o 3 al pegarse s 5' V 5* debe suprimir la acción dol 
grupo fundamental jt, (5 1 ) en ji» (5 a V S l ) = 2, P or consiguiente, 
(S2)' 3 > es equivalente bomotópicamente al producto 5* X 5 a . Puesto 
quo las (co)homologías bidimensionales de Q5 a son definidas comple¬ 
tamente por un armazón tridimensional (Si5*)<*>, entonces obtenemos, 
que II¡¡ (525 a ; Z) = Z y II 2 (Si; 2) = 2. Designemos a las genera¬ 
trices de los grupos de enhorno logias //' (O; Z) y H 2 (Si; Z) por 
a y b respectivamente (deg(«) — 1; ileg(fc) -- 2). Claro que a* = 0 
en el anillo II* (Si; Z). 

Recordemos la definición del //-espacio. Un espacio topológico Y 
se denomina //-espacio, si está definida la operación de multiplica¬ 
ción |i: Y X Y-*- Y, que tiene una unidad «homo tópica» (véase ol § 7). 
Examinemos las aplicaciones 



YÍVx)'4 Y. 

Aquí /j (y) =- (y, y„). j t (y) = (y 0 . y), y„ £ Y es una «unidad lio motó- 
pica». Las aplicaciones \i¡ son homotópicas a la aplicación idénti¬ 
ca Y-+ Y. 

Recordemos también, que el espacio de bucles 52 M es un //-espa¬ 
cio. La aplicación p : 52.W x 52.1/ —- 52 M se da mediante el producto 
de las curvas (véase el § 7) 

f-8 — P !/• 8)- 
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es decir, a dos bucles se les pone en correspondencia un bucle, obteni¬ 
do mediante un paso sucesivo de ambos bucles. 

Según el teorema de Hopf (véase el § 7), el álgebra decohoraolo- 
gías de cualquier //-espacio sobre el campo de los números racionales 
es isomorfa al producto tensorial A (*„ . . x t ) ® Q lt/ ¡ , . ■ i/,l, 

donde a (a:,, . . x t ) es un álgebra exterior de las generatrices de 

dimensiones impares x, . x,; Q ly,.es un álgebra do 

polinomios de las generatrices do dimensiones pares y,, . . .. y,. En 
particular, si el H-e spacio es de dimensión finita, entonces su álgebra 
do cohomologías es isomorfa al álgebra A Ua. x t)- 

Puesto que el espacio £2 (S a ) es un //-espacio, entonces //* (£2 (S")) 

as A (*!• . . x,) ® Q[y,. y,i. Ya hornos presentado dos 

generatrices: x¡ = a (deg (a) = 1), y, *= b (deg (b) = 2); por con¬ 
siguiente, todos los grados do b 1 ', k = 1, 2, 3.son distintos do 

cero en el álgebra //* (£2 (5 a ) y. do esta manera. //* (£2 (5 a )) contiene 
la siguiente subálgebra: A (a) ® Q [ó]. Afirmamos, que esta 
subálgebra coincide completamente con el álgebra //* (£2 (5 a )). 
Realmente, la subálgebra A (°) ® Q Ibl contiene en cada dimensión 
una generatriz aditiva: b 9 (en las dimensiones de tipo 2 q. q = 1 , 2 , 
3, . . .) o a-b q (en las dimensiones do tipo 2q ■+■ 1, q — 0. 1, 2. 3 . . .). 
De otro lado, fue mostrado anteriormente quo la partición celular dol 
espacio 12 (5 a ) contiene exactamente una célula en cada dimonsión; 
por eso los cocidos más arriba presentados agotan completamente el 
álgebra //* (£2 (S a )). De aquí en particular se deduce para las homo¬ 
logías con coeficientes enteros: //,, (£2 (5 a ); Z) = 2 para cualquier 
p = U, 1 , 2 , 3.porque todas las células o 1 son ciclos: 

La respuesta definitiva es: 

1) W (£2 (5 n ); Z) = f Z.sip = k (n — 1), k = 0, 1, 2. 3.. .. 

I 0 para los p restantes; 

2) H* (£2 (5 a "* 1 ); «?) = Q lé tm l; 

H* (£2 (5 a "); Q) = A <«*»->) ® Q 1- 

También demostremos cómo la información sobro las homotoplas 
y homologías de la variedad AI permito formular opiniones completa¬ 
mente determinadas sobre la conducta (y oxistencia) de las geodési¬ 
cas sobre una variedad de Riomann M n . Por ejemplo, utilicemos la 
información arriba obtenida sobre las homologías del espacio de 
bucles £2 (5 n ); 2. 

proposición i. Sea M n una variedad de Riemann homotópicarnente 
equivalente a una esfera S n , n 2. Entonces, cualesquiera dos puntos p, 
q £ M n están unidos por un sinnúmero de geodésicas. 

Esta proposición se deduce inmediatamente del teorema arriba 
demostrado sobre la estructura del espacio de bucles £23/" y de la 
información sobre las homologías de este espacio. 
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observación. Las geodésicas, cuya existencia es establecida en el 
presente teorema, son distintos puntos del espacio funcional £2Af, 
pero geométricamente (después de su realización en forma de curvas 
suaves en A/") algunas de ellas pueden coincidir (véase, por ejemplo, 
las geodésicas en la esfera S"). Hablando en general, el problema 
sobre la obtención del número de geodésicas geométricamente distin¬ 
tas exige un examen complementario. 

Sea A/'* una variedad suave compacta y sea i > 0 el primer núme¬ 
ro de un grupo n¡ (Af) tal, que n, (A/") =^= 0. Entonces para_cuales¬ 
quiera dos puntos no conjugados, p, q €. -W" hay una geodésica de 
índice i que los une. En realidad, ya que n¡ (Af) = Jti-i (£2Af )■ 
entonces el grupo H,. x (£2 (Ai”)) es distinto de, cero; por consiguiente, 
según el teorema sobre la descomposición celular del espacio de 
bucles, obtenemos quo la funcional E en £2A/ n debe tenor, por lo 
menos, un punto crítico (es decir, geodésico) de índice i. La afirma¬ 
ción queda demostrada. 

Si la variedad tiene una curvatura negativa (no positiva) por todas 
las direcciones bidimensionales, entonces (como será mostrado 
en el § 23) todos los puntos críticos de la funcional E en £2 (Ai”, p, q) 
tienen el índico 0 (mínimos locales). 

problema i Deducir de aquí que las geodésicas que unen los 
puntos p y q. están en correspondencia biunívoca natural con los 
elementos del grupo n t (Af). 

§ 23. Problema periódico del cálculo de variaciones 

Ya hemos examinado en detallo un problema unidimensional 
de variaciones en una variedad do Riomanu Af. relacionado con las 
funcionales de longitud L (y) y de la acción (operación) E (y), donde 
y 6 £2 (Af. p. q)< p. q • son dos puntos dados en Af". Este problema 
de variaciones se llama «problema con los extremos sujetos», puesto 
que y (0) = p. y (1) = q. y 6 £2 (A/"; p. q). Un significado im¬ 
portante tienen los llamados «extremos cerrados», que ahora pasamos 
a estudiar. El estudio de esto problema se diferencia un poco del 
«problema con los extremos fijados». 

El problema periódico se plantea de la siguiente manera. Con¬ 
sideremos una variedad de Riemann suave compacta A/"; con 
ñ (Af) designamos al espacio de todas las curvas suaves cerradas 
en Af. eS decir, un punto del espacio n (Af) es una aplicación suave 
y : S 1 -*- Af, donde S 1 = S 1 (<): 0< 2n es una circuferencia 
perteneciente a una coordenada angular estándar t, con esto no se fija 
un punto inicial. 

observación El espacio II (Af) (la topología se introduce en éste 
de la misma manera que en el espacio £2 (Af. p. q), véase más arriba) 
se diferencia del espacio U £2 (Af; p, p) = IT (A/), o sea, p = qy 

p 
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hay una aplicación (¡no espacio fibrado!) 17 (.!/". p. p) -*■ II {Ai"), 
donde la preimagen del punto es una circunferencia. El conjunto de 
los componentes linealmente conexos del espacio 11 (AI”) os, por 
definición, el conjunto de las clases homotópicas «libres» de las apli¬ 
caciones S'-t- AT\ Según el § 17 de la parte II del libro (1), las clases 
homotópicas se determinan por las clases de los elementos conjugados 
en el grupo n , (M n ). 

conclusión. Las funcionales tolerables en las curvas de la varie¬ 
dad A/" tienen necesariamente mínimos en cada componente lineal- 
monte conexo del espacio 17 (AI”). Por consiguiente, el número de 
mínimos es no menor que el número de clases de conjugación en el 
grupo ítj (M n ). 

En este parágrafo utilizaremos mucho los métodos desarrollados- 
más arriba para estudiar extrémalos en el espacio íí ( M". p, q). 
y por oso no repetiremos las construcciones análogas. 

El espacio H (A/ n ), al igual que el espacio ií (Af™, p, g). puede 
ser convertido de una manera natural on una «variedad de dimensión 
infinita»; si y 6 17 (Af) es una trayectoria cerrada (recordemos, quo 
bajo el término «trayectoria» romprondemos una trayectoria con 
parametrización; es decir, las trayectorias con distintas pnrametri- 
zaciones son distintos puntos del espacio 17 (.lf)). entonces, un 
«espacio tangente» P v ri (AI) rospecto a una «variedad» TI (Af) en un 
punto y £ II (AI) se compone do todos los comíais voctorinles suaves 
a lo largo de y (o sea. de los campos vectoriales periódicos). En el 
espacio n (Af) ambas funcionales: L (y) y E (y) (longitud y acción 
de la curva o camino) están definidas lo mismo que en el caso del 
espacio £2 (Af, p, q). Vamos a estudiar las extrémales de las funcio¬ 
nales E y L. 

lema t, Si y 0 £ 17 (AI) es una extrema! cerrada de la Juncional E. 
entonces y 0 es una geodésica cerrada perteneciente a un parámetro que es 
proporcional a un parámetro natural. 

La demostración so deduce inmediatamente de los teoremas co¬ 
rrespondientes para las extremóles del espacio £2 (Af, p, q). Si y (() 
es una extrema! periódica para una funcional do longitud L. entonces 
todas las trayectorias y (2 ) obtenidas de y ( 2 ) con ayuda de los cam¬ 
bios suaves del parámetro f —► t’, también son extrémales (le la 
funcional L. Por consiguiente, los puntos críticos de la funcional L 
no están aislados en el espacio 17 (.V/); en particular, ellos no pueden 
ser en ningún sentido pontos críticos «aislados y no degenerados» 
paro la funcional E. 

Por eso (al igual que en el caso del espacio Í2 (A/, p, q)) prestamos- 
mucha atención al estudio de las extrémalos de la funcional E 
Notemos quo la geodésica cerrado y„ (2) £ 17 (Af) puede ser múltiple, 
en el sentido de que con el cambio de 2 desde O hasta 1 el conjunto- 
{y(2)¡c Ai", que es nna curva suave, está recorrido varias vc-cest 
véase la fig. 113. I.as geodésicas y (2) representadas en Af por una 
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curva suave que está recorrido una vez. se llaman geodésicas simples 
{de multiplicidad uno). 

Por el contrario, si so da cierta geodésica cerrada simple, ella 
define una sucesión discreta infinita de las geodésicas cerradas obte¬ 
nidas de una geodésica inicial mediante un recorrido repetido (con 
velocidades mayores que la velocidad de recorrido de la geodésica 
inicial). Todas estos trayectorias son distintos puntos del espacio n 
f(,V), Por ejemplo, si una trayectoria inicial y 0 (t) definia un 



fig. 113. Geodésica de multiplicidad 2. 

elemento no nulo de un grupo fundamental ,-t, (.1/) (más exactamen¬ 
te: su clase de conjugación es distinta de un elemento unidad), 
entonces las trayectorias de mayor multiplicidad a él, pertenecen 
ya a otras clases do la conjugación del grupo H! (.1/). 

Al igual que en el caso do las geodésicas con extremos fijados, os 
posible confrontar n cada geodésica cerrada cierto número entero que. 
por analogía con el coso precedente, lo llamaremos grado de degene¬ 
ración de la geodésica. Ahora daremos ia definición: pero si el grado 
de degeneración es igual a cero, entonces la geodésica se llamará no 
degenerada. 

Para definir correctamente el grado de degeneración de una geodé¬ 
sica cerrada, considoromos un hossiano <PM (véase su definición 
y sus propiedades más arriba, en el parágrafo dedicado al estudio 
de las geodésicos con los extremos fijados). Anteriormente hemos 
demostrado la llamada «fórmula de la segunda variación» quo tiene 
la siguiente forma 

-r -£ir <°- °> = - S <-• +* <*• *> dí - 

o 

•donde: lt. es un tensor do curvatura de Hiomann; y 0 , es un vector de 
velocidad de la geodésica; y 0 , y los campos vectoriales u, y 
•circunscriben una variación biparamétrica. es decir, un par de los 
«vectores tangentes» respecto a una variedad de dimensión infinita 
XIM en el punto y u . Como fue señalado más arriba, los campos vecto¬ 
riales v¡ y v 2 están definidos a lo largo de toda la trayectoria Yo y son 
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suaves y periódicos. Puesto que el hessiano ¿PE define una forma 
simétrica bilineal en un espacio tangente T Va (Í 1 . 1 /), entonces, por 
•consiguiente, es posible dar esta forma unívocamente mediante un 
operador diferencial lineal correspondiente a ella, el cual evidente¬ 
mente, es del tipo: D ~ — (V- )' — ■ R (y 0 ) Yo- Aquí procedemos por 
analogía con el caso de dimensión finita, ruando el hecho de dar una 
forma bilineal significa dar un operador/? con cuya auyda la forma 
buscada B se define por la fórmula B (x. y) = < x , Dy). 

En nuestro caso la acción del operador D en Jos «vectores tangen¬ 
tes» v g T. (JIM) (es decir, en los campos suaves periódicos definidos 
a lo largo de la geodésica cerrada y 0 ). se realiza según la siguiente 
fórmula: 

D(v) = — (V. )V— R (y 0 , i -) yo = — 1 ( V. )*+ H (y„.) Yol (u). 

Vo /• 

Recordemos, que un «vector tangente» v (o sea. uil campo vectorial 
periódico) se llama de Jacobi. si este campo es anulado por el opera¬ 
dor D, es decir, si es solución de la siguiente ecuación diferencial: 

D (v) — — (V- ) 2 v — R (y n . v) y 0 = 0. Claro que esta definición 
imita completamente la situación de las geodésicas con extremos 
fijados. Do manera que los campos de Jacobi («vectores tangentes» de 
Jacobi) son elementos del núcleo del operador lineal D que actúa en 
•el espacio tangente T- (II.W). 

definición i. Al grado de dogenoración do la geodésica cerrada y„ 
se le llamará dimensión del núcleo del operaiior D. 

Al igual que en el cuso, de las geodésicas con extremos sujeta¬ 
dos. se demuestra que oslo número es finito (véase más arriba). 

DKFiNiciON z A una geodésica cerrada la llamaremos no degenera¬ 
da. si su grado de degeneración es igual a cero. 

Para simplificar, nos limitamos básicamente en adelante al 
examen de las geodésicas cerrados no degeneradas. Resulta que a cada 
geodésica de esto tipo le corresponde ualuralmente mi número entero 
llamado «índice do la geodésica». Para su definición recurrimos de 
nuevo ai operador D. El índice puede ser definido de una manera un 

f inco distinta. En efecto, puesto que el índice era igual al número de 
os cuadrados negativos después de la reducción a lo forma canónica 
del hessiano d-E en un plano tangente T V4 (11.1/) entonces, por consi¬ 
guiente, esta forma esté definida negativamente a lo largo de cada 
«vector tangente» v g T Ta (II Af) correspondiente a uno de los cuadra¬ 
dos negativos de la forma (PE, de esta manera este «vector tangente» 
es valor propio del operador O con número propio X < 0. Así. el 
índice dol hessiano (PE se podría definir simplemente como un número 
de soluciones linealmente independientes de la siguiente ecuación 
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diferencial: D (i>) = h>. X < (J (es un sistema de las ecuaciones dife¬ 
renciales con el parámetro X. que es un número propio). Por eso las 
soluciones de la ecuación D (t) - Xv. X < 0. son campos vectoriales 
periódicos suaves a lo largo de la geodésica -y» (si es que estas solucio¬ 
nes existen en general). Aquí la situación es distinta a la del caso 
de los «vectores tangentes» de Jarobi. pues allí siempre existe por lo 
menos una solución nula de un sistema homogénea; si X < 0 puede 
no haber solución: en este caso diremos, que el índice de una geodé¬ 
sica cerrada es igual a cero. 

definición' a So denomina índice de una geodésica cerrada no 
degenerada, el número de las soluciones linealmente independientes 
del sistema de ecuaciones diferenciales 


£)(,)= - (V. )2u-7?(y 0 . i>) Yn = 0. 

V» 

lista definición es también aplicable al caso de geodésicas con 
extremos sujetados. 

observación importante. Por supuesto el índice de la geodésica 
cerrada que hemos definido está relacionado también con la dislribu- 
ción a lo largo de osla geodésica de los puntos conjugados a un punto 
inicial en la misma, pero osla relación es de un carácter más compli¬ 
cado que en el caso de las geodésicas con los extremos sujetados, 
y por eso no vamos a entrar en detalles. 

phoulbma i Demostrar que el índice es no menor que el número 
de los punios conjugados (pero puede ser no igual). 

En cierto sentido, el estudio del «problema periódico del cálculo 
de las variaciones» es más complicado que el estudio de las geodésicas 
con extremos sujetados. El carácter de las dificultades surgidas es 
ilustrado en medida suficiente con la presencia de las geodésicas 
múltiplos; por ejemplo, el problema sobre ol cálculo de la cantidad de 
las geodésicas cerradas simples (o sea. no múltiples) no es trivial ni 
mucho menos. 

Para simplificar el problema del estudio de las geodésicas cerra¬ 
das, consideremos aquí sólo un ejemplo: el caso de las variedades 
de Riemann de curvatura negativa, es decir, de tales variedades en 
las cuales todas las curvaturas por todas las direcciones bidimensiona- 
les son negativas. Conocemos ejemplos de tales variedades: el plano 
de Lobachevski con una métrica estándar de curvatura negativa 
constante; las variedades cerradas suaves bidimensionales obtenidas 
por la factorización del plano de Lobachevski según la acción de 
grupos discretos que actúan con las isoinelrías en el plano de Loba- 
ehevski y son isomorfos a los grupos fundamentales de las superficies 
(véase [11. p. II. § 20 sobre los grupos cristalográficos en el plano de 
Lobachevski). Para simplificar, supongamos a veces la compacidad 
de la variedad estudiada. 
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teorema i. Sea M una variedad compacta suave de Riemann de 
curvatura negativa. Entonces, en cada clase unidimensional homotópica 
libre hay una geodésica única cerrada. 

demostración. Consideremos alguna clase de los bucles cerrados 
libres recíprocamente horaotópicos entre sí. Supongamos que estudia¬ 
mos sólo trayectorias cerradas suaves; a cada trayectoria le con¬ 
frontemos el valor de la funcional en la misma; tomemos un núme¬ 
ro c igual a la cota inforior de todos estos valores; hablando en 
general, existe una sucesión infinita de bucles cerrados cuyas longi¬ 
tudes convergen al número c. En virtud de la compacidad de varie¬ 
dad, es posible escoger de esta sucesión una sucesión de curvas, las 
cuales convergen punto a punto a ciorta curva suave Yo- la cual, co¬ 
mo es fácil verificarlo, sorá una geodésica cerrado, y el valor de la 
funcional E en esta geodésica, igual al número c. Quoda por demos¬ 
trar la unicidad de esta geodésica. Para esto necesitamos de un loma 
importante, cuyo significado no se agota sólo por la demostración 
de nuestro teorema. 

i,ema t. Sea y„ una geodésica cerrada en una variedad M de curva¬ 
tura negativa (aquí es posible no suponer compacta la variedad M). 
Entonces, esta geodésica es no generada y su índice es igual a cero, 
o sea, en otras palabras, las ecuaciones diferenciales D (v) — Xv, X < 0, 
no tienen ni una sola solución y la ecuación D (v) = 0 tiene sólo una 
solución nula. 

demostración. Al principio consideremos un caso de la ecua¬ 
ción D Iv) = 0. Es necesario demostrar que ella no tiene soluciones 
no nulas. Sea v una solución no nula. Entonces, tenemos: 

+ fí (yo- ") Yo = 0. de aquí «V-A- v) = - </?(>•„. <0 Yo- 

v) > 0, ya que la magnitud {R (y ? . v) X Yo- 09 precisamente 
curvatura por la dirección bidimensional dada en cada punto de la 

trayectoria Yo P or dos vectores: Yo y v - De aquí 




V- <v. V. !••>■= 

V. V. 

= <(V- )V. v) — v. V. = )*f. t»H- |V- f | 2 > 0, 

Vt V» Y* Y* Vi 


es decir, la función (V- v, v crece monótona y estrictamente con el 

crecimiento de t a lo largo de Yo (0- 

Consideremos en la trayectoria Yo (0 en punto fijado arbitrario, 
por ejemplo, punto Yo (0)- Da solución v (t) es una función del pará¬ 
metro <; estudiemos la conducta de esta solución con el cambio de t. 
Primer caso: en el punto Yo (0) 9 ® cumple la desigualdad 
<V- f. v) | 0. Entonces tenemos: 
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puesto que (V- i\ v) es una función monótona y estriclamenle ere- 

7 # 

ciento. Segundo caso: en el punto Yo (0) se cumple la desigualdad 
(V- v, v | < 0. Entonces consideremos en lugar de la trayectoria 

y„ (i) una trayectoria Yo (— *)• cambiando el parámetro t; con esto 
en cada punto el vector de velocidad Yo se cambiará por el opuesto 
—Yol P or consiguiente 

~< v - = 2(V- v; v)—2(V. «; p>>0 

ni Yi("«) V* 

para todo l > 0. De manera que es posible considerar, que bien a lo 
largo de la trayectoria Yo (0 (osea con dirección positiva del paráme¬ 
tro). o bien a lo largo de la trayectoria Yo (—0 (° sea con dirección 
negativa del parámetro) el módulo del vector v crece monótona 
y estrictamente poro, puesto que la trayectoria es cerrada, dentro 
de algún tiempo volveremos al punto inicial, poro con un mayor mó¬ 
dulo del vector v\ puesto que se supuso suave la función calo largo 
do Yo- entonces obtenemos una contradicción. El lema está demostra¬ 
do para la ecuación D (v) = 0. Ahora consideremos la ecuación: 

D (v) — Xv, X < 0. Como D (v) = — (V- ) a v — R (Yol <••) y„ = 

„ v. 

= av, entonces 

(V. )%-■ R (Y,, v) Yo ■= — >•«<; 

Y# 

((V./o. v) = —{R (Yo. v) Yo- P>—>-<». > 0. 

puesto que X < 0. Precisamente aquí liemos utilizado el hecho que 
X < 0. Los razonamientos sucesivos repiten exactamente los prece¬ 
dentes; de aquí se dedneo, que la ecuación Dv — Xi> no tiene solucio¬ 
nes. El lema queda completamente demostrado. 

Volvamos a la demostración del teorema. Consideremos una geo¬ 
désica cerrada y„ en la clase libro dada homotópica (véase la demos¬ 
tración más arriba). Del lema demostrado so deduce que esta geodé¬ 
sica es no degenerada; en particular, es aislada. Puesto que. en vir¬ 
tud del lema, su índice es igual a cero, por consiguiente, la funcio¬ 
nal E que se considera como una función en un espacio do curvas 
cerradas, tiene en el punto Yo un mínimo loca). Supongamos que en la 
clase homotópica dada hoy varios mínimos locales (o sea, varias 
geodésicas cerradas). Escojamos cualesquiera dos geodésicas cerra¬ 
das: Yo Y VÓ- Puesto que ambas son no degeneradas, entonces son ais¬ 
ladas. y la funcional E tiene en ollas su mínimo local estricto 
(véase la fig. 114). Puesto que y 0 y Yó pertenecen a una clase honiotó- 
pica libre, entonces hay una trayectoria t. que une estos dos puntos 
en el espacio TIM, o sea. hay una homolopía que transforma y» cu y¡¡. 
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Examinemos la conducta de la funcional E acotada en la trayecto¬ 
ria x. Procediendo por analogía con el caso de dimensión finita, 
obtenemos! que hay tal trayectoria r, a lo largo de la cual la funcio¬ 
nal E tiene entre los puntos y 0 y TÍ otro punto de ensilladura. —a; 
véase la fig. 115. Pero este punto ya no puedo ser uu mínimo local, 
lo que contradice el lema demostrado más arriba. Por consiguiente. 


9 ^ 

i i 

i i 

, i 



Fig. 111. 



los puntos v„ y vi coinciden. Por lo tanto, en la clase homolópic« 
libre hay sólo un mínimo local; él es también mínimo absoluto, con 
esto no hay otras geodésicas (salvo las múltiples). El teorema queda 
demostrado. Del lema demostrado más arriba se deducen resultados 
útiles también para las variedades no compactas de curvatura 
negativa. 

teorema 2 Sea M una variedad suave que tiene curvatura negativa 
por todas las direcciones bidimensionales. Entonces ningunos dos puntos 
de la variedad M están conjugados a lo largo de ninguna geodésicu. 

demostración Cabe demostrar que la ecuación D (o) = 0 no- 
tiene ninguna solución salvo la nula. Esto se deduce inniedia la mente 
del lema, lo que concluye la demostración. 

teorema 3. Supongamos que M sea una variedad suave simplemente 
conexa de curvatura negativa (por todas las direcciones bidimensionales). 
cuyos cualesquiera dos puntos pueden ser unidos con una geodésica. 
Entonces cualquier par de puntos de la variedad M está unido con la 
única geodésica minlmal. fjo variedad M es difeomorfa a un espacio 
euclídeo. 

demostración Puesto que Ai es simplemente conexa, entonces 
es conexo el espacio Q (A/; />. q). En vista de falta do puntos conjuga¬ 
dos (véase más arriba), cada geodésica tiene un índice igual a cero. 
Del teorema de Morse se deduce, que el espacio Q (M; p. q) es de 
tipo homotópico de un complejo celular cuya dimensión es igual 
a cero, y a cada geodésica le corresponde una célula de dimensión 
nula (punto). En virtud de la conexión de ñ (M\ p. q) hay sólo un 
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vértice, y por eso los puntos p yq están unidos por la única geodésica. 
Quiere decir, que la aplicación exponencial de un espaco tangente 
en la variedad es biunívoca, lo que demuestra el teorema. 

Resulta que el bocho de que cierto grupo es un grupo fundamental 
de la variedad de curvatura negativa, pone restricciones bastante 
fuertes en este grupo (recordemos que cualquier grupo con un número 
finito do generatrices puede ser realizado como un grupo fundamental 
de una variedad compacta cuadr¡dimensional; »1 mismo tiempo, no 
•cada grupo ni mucho monos puede ser un grupo fundamental de una 
variedad compacta tridimensional, por ejemplo, el grupo Z © Z © 
© Z © Z. Tiene lugar la siguiente afirmación. 

teorema i. Sea M una variedad de curvatura negativa. Si dos 
■elementos del grupo fundamental n, (M) se conmutan , entonces ambos 
pertenecen a un subgrupo cíclico en el grupo (M). ^ 

DI-MOSTRACION. Sean a y ¿> dos elementos conmutadores. Si per¬ 
tenecen a un subgrupo cíclico, la afirmación queda demostrada. 




l'ig. HO. 



•Que no pertenezcan a un subgrupo cíclico. Entonces es posible 
•construir una aplicación suave en la variedad M de un toro bidimon- 
sional T que roalice la condición de conmutación de dos olemeutos 
indicados a y b. Efectivamente, la condición de conmutatividod 
•escrita on forma aba~ l b~ l — 1. define la aplicación del toro T* 
en M (véase la fig. 116). Con esto los elemontos conmutadores a y b 
resultan sor el meridiano y el paralelo do este toro (sumorgidos ordi¬ 
nariamente on el mismo). Resulta que la condición de curvatura 
•negativa permite realizar una deformación suave de este toro en tal 
toro, que estará sumergido en M como una subvariedad completa¬ 
mente geodésica. Hay que examinar para esto tal posición del toró 
•en M. con el cual éste tiene un área mínima. Este teorema sobre la 
•existencia de un toro minimal (o mínimo) lo aceptamos sin demostrar, 
puesto que el hecho de existir una solución minimal es lo suficiente 
alo trivial y forma el contenido del conocido problema de Platoau. 
La posición minimal más arriba mencionada la dará el toro como una 
aubvariedad minimal bidimensional en puesto que el toro es 
bidimensional, es posible escoger on éste coordenadas conformes, res¬ 
pecto a las cuales la aplicación de la inmersión (encaje) del toro en M 
será una aplicación armónica (es una particularidad de las variedades 
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bidiniensionales_ para las cuales tiene lugar el teorema de uniformi- 
zación). De aquí es bastante fácil comprender que el toro será sumer¬ 
gido en M como una subvariedad completamente geodésica, o sea, 
como tal subvariedad, en la cual cada geodésica (en una métrica de 
Riemann inducida) es, al mismo tiempo, una geodésica también en 
una variedad de Riemann abrazadora. Como la variedad abrazadora 
tenia curvatura negativa, y puesto que el loro es por completo geodé¬ 
sico, por consiguiente, hemos obtenido en el toro bidimensional una 
métrica de Riemann inducida do curvatura negativa gaussiana 
(recordemos, que la curvatura gaussiana de una superficie bidimensio¬ 
nal os un invariante iuterior y coincide con su curvatura escalar, 
0 sea, en el caso dado, con la curvatura por dirección bidimonsional 
coinc.idento con la dirección tangente bacía este toro). Pero no os 
posible introducir tal métrica en el toro bidimensional. pórque 
entonces la integral de la curvatura gaussiana por el toro sería distin¬ 
to de cero, lo que contradice la fórmula de Gatiss — Bonuet. según 
Ja cual esta integral coincide con la característica de Eider del toro 
(después do la división de la integral por 2jr). la cual es igual a cero. 
La contradicción obtenida demuestra el teorema. 


§ 24. Funciones de Morsc sobre las variedades 
fridimensionales y diagramas de Heegard 

Consideremos una variedad cerrada conexa comparta suave 
tridimensional M ’ (para simplificar supongamos la oricntabilidad 
de la variedad M 3 )\ soa / (x) una función suave de Atorso sobre esta 
variedad que tenga exactamente un minimo (él os absoluto), un 
máximo (él es absoluto) y cierto número de puntos de índices 1 y 2. 
Como fue demostrado más arriba, entre todas estas funciones es 
posible escoger una función Inl. que sus puntos críticos sean ordena¬ 
dos en ol sentido de que los valores rlc la función / en M recorren un 
segmento 10, 11; / (p) =- 0. / (/>') = 1, donde p y p‘ son puntos del 
minimo y del máximo respectivamente; luego, todos Jos puntos 
críticos do índice 1 se hallan en una superficie de nivel / — 1'3; lodos 
los puntos críticos de índice 2 se hallan en una superficie de nivel 

/ = 2/3. Designemos a los punios críticos de índice 1 por®,. r q¡ , 

y a los puntos de índico 2 por y¡ .De la dualidad de Poiri- 

caré (para los coeficientes cu el caso de una variedad orientable) se 
deduce inmediatamente que q¡ — q 2 . es decir, el número de puntos 
críticos de índice 1 es igual al número de puntos de índice 2. 

Consideremos una superficie de nivel /l/ 2 =j/ = -l-J ; puesto 

que en ésta no hay puntos críticos y su dimensión es igual a 2, 
entonces M 2 es difeomorfa a una variedad cerrada conexa compacta 
suave bidimensional. Como M 2 es una superficie de nivel y un 
17-1) 1120 
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borde de una variedad tridimensional que se da con una desi¬ 
gualdad 1, entonces A/ 2 es una superficie orientable, o seo. 

es homeomorfa a una esfera con cierta cantidad de asas. Sea ;• un 
género (es decir, el número de asas) de la superficie Mí- Por construc¬ 
ción. Mi es una variedad que simultáneamente representa un borde 
de dos variedades tridimensionales: {1/2^/<: 1} y (0< X 1/2). 
a las cuales las designemos con Üj y Il 2 . respectivamente. Para mayor 
evidencia, se puede considerar cada variedad de D, (a propósito, 
ellas son homoomorfas) como un relleno tridimensional du la superfi¬ 
cie bidimensional M\ (de género r), que es sumorgida (encajada) 
regularmente en un espacio euclideo tridimensional. Asi hemos 
demostrado la siguiente afirmación. 

teorema i. Cualquier variedad cenada conexa compacta suave 
tridimensional puede ser (no unívocamente) representada en turma de 
«pegaduran de dos variedades tridimensionales 11 j. ¿ = 1.2, con borde, 
cada una de las cuales es homeomorfa a una variedad tridimensional 
estándar II, que es un dominio acotado en un espacio cuclídeo tridimen¬ 
sional con una superficie de género r (para cierto r) sumergida en él 
regularmente. Al mismo tiempo, la pegadura de las variedades üj 
y Uj se realiza por cierto dlfeomorflsmo a de frontera (la frontera es una 
superficie de género r). 

Esta representación de la variedad AP en forma do pegadura 
de II, y ri*. Ai 3 »!!, un*, donde a : \¡' r -* M\, es no unívoca y, 

d 

además, el número r depende también do la elección do la función do 
Morse en M*. Esta representación de .V* en forma de pegadura de dos 
superficies llenadas de género r n menudo se llama «diagrama deHee- 
gard» do la variedad .l/ 3 ; puesto que la pegadura descrita más arriba 
es dado por el difeomorfismo a : MÍ -*• <V?. a veces se dice que 
está dado un diagrama do Ileegard, si es dado el_ difeomorfismo a. 
Claro que si dos difeomorfísmos a, y a, son homotópicas en una clase 
de difeomorfísmos. entonces son difeomorfas sus correspondientes 
variedades tridimensionales M 3 (a,) y M 3 (a s ) (obtenidas mediante 
la pegadura por a, y a*). 

Y viceversa, sean dados un diagrama do ileegard. y Al (a), su 
correspondiente variedad tridimensional. Entonces os posible cons-: 
truir en esta variedad M 3 (a) una función de Morse /. la cual defi¬ 
nirá (véase más arriba) la partición de M 3 (a) en la unión de dos 
variedades II, y Il 2 coincidente con el diagrama de Heegard inicial. 
En realidad, puesto que M 3 (a) = II, U II,, entonces es suficiente 

Ct 

construir en II, y n 2 las funciones estándares de Morse /, y / 3 con 
puntos críticos de índices 1 y 2 respectivamente y un punto crítico de 
índice 0 para la función y un punto crítico do índice 3 para la 
función /.; con esto es necesario escoger los funciones /, y / 2 de tal 
modo, que sean constantes en los bordes de II, y 1I 2 . Al pegar JI¡, 
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y II 2 por un difeomorfismo dado, obtenemos en Ai 3 una función- 
suave de Morse con todas las propiedades necesarias. 

Al número r (género do la superficie A/J) se le llama género del- 
diagrama de Heegard. 

El teorema más arriba demostrado puede ser reformulado de la- 
siguionte manera: 

afirmación. Cualquier variedad compacta suave conexa tridimen¬ 
sional puede ser representada en forma de una unión de dos esferas tri¬ 
dimensionales con asas, cuyas superficies están identificadas mediante- 
cierto komeomorflsmo (difeomorfismo). 

La relación con la formulación precedente se realiza así: cada una 
de las variedades n, y fl, es homcomorfa a una esfera con r asas. 

En el caso, cuando r = 0. la variedad M 3 (a) se obtiene mediante- 
pegadura de dos esferas tridimensionales por el difeomorfismo a 
de sus fronteras, o sea. por el difeomorfismo de una esfera bidimen- 
siona) en sí misma. Claro, que entonces AP (a) es difeomorfa a una- 
esfera tridimensional estándar. Consideremos otro caso aun más no- 
trivial y describamos todos los diagramas de lloegard de género 1. 
es decir, describamos todas aquellas variedades tridimensionales, 
que se obtienen por medio de la pegadura de dos toros enteros: 17, = 
= S ¡ X D 3 . fl, = .S 1 X D 2 por cierto difeomorfismo de sus fronte¬ 
ras, o sea. por el difeomorfismo a: T 3 T *. donde T * es un toro 
bídimenstonal. 

teorema 2 Cualquier variedad cerrada conexa compacta suave 
tridimensional que tolera el diagrama de Heegard de género 1, cshomeo- 
morfa (y, por consiguiente. difeomorfa) a una de las siguientes variedades 
tridimensionales: 1) a la esfera estándar S*\ 2) a S 1 X S *; 3) a los es¬ 
pacios del lente L 3 (i , fe), donde la variedad L 3 (1, k) se obtiene de la 
esfera tridimensional S 3 mediante su factorlzación por una acción sua¬ 
ve del grupo Z dada por la siguiente fórmula: 

2.-11 2 lUk 

( 2 , w)-y-(e p -z; e " • w ); 

aquí (z. w) son coordenadas complejas en C* Z. IR 4 : S* = {| z ] a + 
4- | w j* == 1). El lente L 3 (1, 1) = S 3 /Z 2 es difeomorfa a un espacia 
proyectívo RP 3 (para p = 2). 

demostración. En virtud del teorema precedente basta dar la 
clasificación de todas las clases de isotopías de difeomorfismos de un 
toro bidimensional en sí mismo. Puesto que el toro es un espacio do 
tipo K (n. 1), entonces la clasificación homotópica de las aplica¬ 
ciones continuas del toro en sí mismo se da mediante un conjunto de 
liomomorfismos del grupo fundamental n (S 1 X S ') en si mismo; 
como queremos limitarnos sólo a los difeomorfismos, basta con des¬ 
cribir todos los isomorfismos del grupo n, (S 1 x .S 1 ) en sí mismo. 
Puesto que el grupo it, (T 3 ) es isomorfo a 2 © Z, entonces, por con¬ 
siguiente, el conjunto de todos los difeomorfismos a del toro en sí 

17* 
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mismo {que conservan su orientación) es dado por las matrices uni- 
modularos con coeficientes ente-ros jj ° ¿ ||, oií — be = 1; pero si el 

difeomorfisino cambia la orientación, ad — be = —1. Supongamos 
que on el toro se han fijado paralelo y meridiano estándares que for¬ 
man una base en un grupo fundamental (la misma es también un gru¬ 
po de homologías) respecto a la cual se escribe la matriz a, =» || “ ¿ ||- 
Hallemos un grupo fundamental de las variedades jW s (cc), donde 
a * ° = I e d ||' ~ bc — 1- Puesto que Af 3 está representada en 

forma de pegadura do dos locos enteros, cada uno de los cuales es equi¬ 
valente homotópicamentu a una circunferencia, entonces el grupo 
fundamental A/ 3 se obtiene así: hay que examinar las generatrices y, 
y y, y dar la relación entre y, y y, que on este caso concreto tione la 
forma yí — Yí = 1 (lo escritura del grupo es multiplicativa). De 
aquí se deduce, que (A/ 3 (a» = 2 C . Así, por ejemplo, si la matriz 
j| * ® | es do forma |j ’ ® jj, entonces la variedad correspondiente A/ 3 

es Immcomorfa al producto directo S l X S 3 , pero si | ^ | = 

= || J ^ jj. entonces .Vf* es bomeomorfa a la esfera S 3 . En el primer 
caso n, (,V/ 3 ) -= 2; en ol segundo, n, (A/ 3 ) =- 0. Los dos bomeomor- 
fismos ahora representados son evidentes geométricamente: on el 
primer caso la circunferencia S l corresponde a un eje de uno de los 
toros entoros, y surge una esfera bidimensional como resultado de la 
identificación de dos discos bidimensionales por una aplicación idén¬ 
tica do sus fronteras (véase la matriz do pegadura), on el segundo caso 
dos toros enteros so pegan de tal manera, que cambian do lugares 
(conservando la orientación del toro); la partición correspondiente de 
una esfera tridimensional en la suma de dos toros enteros puede ser 
dada así: 

ri, - ó ’ 3 n {i * i > l w I }; n. - s 3 n {l * i < I »l}; 


hay una transformación ortogonal de la esfera que pasa II, a 11* (y 
viceversa) y que es dada por la fórmula (z, w) (u?. z). Así hemos 
hallado el grupo fundamental do variedades M 3 (a), donde a da el 
■diagrama de Heegard de género 1. Si el grupo n, (Ai 3 (a)) os trivial, 
•entonces M 3 (a) os una esfera homotópíea (lo que se deduce inmedia¬ 
ta monte de la dualidad de Poincaré) y, siendo representada en forma 
de pegadura de dos toros enteros, es homeomorfa a una esfera estándar. 

Si n, (A/ 3 (a)) = 2, entonces c = 0. o sea, ad = 1; de aquí, 
o bien a = d = 1, o bien a — d = —i (el valor de b es poco impor¬ 
tante). Claro que la variedad A í 3 (a) dada por una matriz con coefi¬ 
cientes enteros ¡| J J || es homeomorfa a S 1 X 5*. 
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Pero si n, (A/ 3 (a) es no trivial e isomorfo a Z c , donde c =¡& 0, 1, 
entonces, pasando a un cubrimiento A/ s (a) obtenemos, que este 
cubrimiento admite también el diagrama do Heegard de género 1, 
porque el cubrimiento sobre el toro es regular y de nuevo so presenta 

como un toro; puesto que, además, A P (a) tiene un grupo fundamen¬ 
tal trivial, entonces, en virtud del razonamiento prccedonto, M 3 (aj¬ 
es hotneomorfo a una esfera ostándar. Do aquí se deduce, que la va¬ 
riedad inicial M 3 (a) se obtiene de una esfera tridimensional estándar 
mediante su {autorización por la acción del grupo Z e (la acción fuo 
escrita más arriba). El teorema queda demostrado. 

Una respuesta tan simple puede ser obtenida sólo para los dia¬ 
gramas do Heegard de género 1; pero si la variedad M 3 no admite ni 
un solo diagrama de Heegard de género 1, entonces, se complica brus¬ 
camente la descripción do V/ 3 . 

Completemos la información sobre las variedades del lento L * (1, 
k). Como es evidente do la definición de la acción suave do Z, on 
S a , un espacio cociente es una variedad, y una proyección ó’ 3 —► 
-*■ L 3 (1, le) es un cubrimiento (la acción dol grupo Z c en S 3 os libre 
y efectiva). Es evidente que todas los variedades do Ionio admiten 
el diagrama de Heegard de género 1. En realidad, ia ecuación | z | =» 
=• | u> [ da la partición do ó' 3 en la suma de dos toros enteros están¬ 
dares (véase la descripción más arribo): S 3 =■ 17, H n 2 . Con la acción 

2.11 2iik 

(operación) (z, w) -*-(e ' -z. c c -u-) del grupo Z c . el loro | z | = 

— I u> I pasa a sí mismo, y por eso, con la fnctorización de S 3 por la 
acción de Z„. el loro | z | = | w | se proyecta en un toro, que es 
toro del diagrama de Heegard de la variedad L 3 (1, /<). Está claro quo 
Ja aplicación surgida del loro en sí mismo (cubrimiento) puede ser 
escrito en los términos de la matriz | “ * ||. 

Es fácil mostrar, que las variedades de lente L i> '~ t (p„ _ p„) 

.pñ) (dadas por la acción del grupo Z„ en S zn ~ l 

por fórmula: 

/ la ip, la<p, 2"i>„ \ 

(z„ ...,z„)-eU <■ -z,, e « -z 2 . e ■ -zj 

son borneo morías, si para cada i la suma p t -f p[ o la diferencio p¡ — 

— p\ os múltiplo de c. 

El problema de la clasificación de todas las variedades tridimen¬ 
sionales no sólo no ha sido resuelto, sino que incluso se ignora, si en¬ 
cierto exacto sentido es algorítmicamente resoluble (a semejanza do 
como es resoluble algorítmicamente el problema de la clasificación 
de las variedades bidimensionales). 
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Como fiio mostrado más arriba, para hacer una lista que contenga 
notoriamente todas las variedades tridimensionales (este problema 
no coincide con el de la clasificación siendo una cuestión más simple), 
basta con hacer una lista de las clases de los difeomorfismos ao la 
superficie de género r en sí misma. Resulta que es posible hacer tal 
lista. En lo fig. 117 se representa una superficie bidimensional de 



género r con tros familias orientadas de las circunferencias r,, e¡, f t . 
A la operación T\ (e = ±1), correspondiente a una circunferencia * 
en la superficie Aff la llamaremos el siguiente difeomorfismo T\. 
Ai? — MI. Designamos por U, a un /.-entorno cerrado de la cir¬ 
cunferencia s, o sea, U, es difeomorfo a S' X 10. 1|. Definimos Tt 
con una aplicación idéntica un A/J\í/,. y al difeomorfismo T\\U, -*■ 
— U, lo construimos girando una circunferencia S l X í en el ángulo 
2nf, al mismo tiempo, el signo de e dependo de la dirección de giro. 
Tiene lugar el siguiente hecho, muy importante y no trivial (cuya 
demostración omitimos): cualquier clase de difeomorfismos isotó¬ 
picos de la superficie bidimensional Aff en sí misma tiene un repre¬ 
sentante que se descompone en el producto (composición) de las ope¬ 
raciones de forma T\, donde s son cualesquiera de las circunferencias 
de los tres sistemas: c¡, e¡, f,. De aquí so deduce un corolario: es po¬ 
sible hacer la lista de las clases de difeomorfismos isotópicos de la 
superficie bidimensional MI, considerando cualesquiera productos 
finitos de forma IITjj, donde s¡ £ ({c,}, {e ( }, {/i})- 

§ 25. Periodicidad unitaria de Bott y problemas 

do variación multidimensionales 

En este parágrafo demostraremos un hecho topológico impor¬ 
tante llamado habitualmento «periodicidad do Bott»; para simpli¬ 
ficar. nos detengamos sólo en el teorema de la periodicidad para un 
grupo unitario (la así llamada periodicidad ortogonal de Bott se 





^ 25. Periodicidad de Bott 


263 


demuestra con el mismo esquema que la periodicidad unitaria, pero 
con mayores dificultades técnicas). 

I. Teorema de la periodicidad unitaria 

El teorema de la periodicidad lo demostraremos en su variante 
clásica en forma de periodicidad de los grupos homotópicos de un 
grupo unitario estable, sin examinar detenidamente el papel del teo¬ 
rema de la periodicidad en la teoría de los espacios fibrados vecto¬ 
riales. 

teorema de la periodicidad dnitaria. Tiene lugar un Isomorfismo: 
n,.,Sá am Sí n, +l SU Im para I < ¡< 2 m. Si U = lim U m (donde 

(mí 

U m C= U m +, es una inmersión estándar), entonces 

n¡. t U = n M U para Í>1 y n 2n U = 0; ji íiv+1 í/ = Z. 

Consideremos el grupo unitario especial SU, m y por íi (SU 2m ; 
E 2m ; —Ü.J (donde E 2m 6 SU¡ m es una transformación idéntica) 
designamos un espacio funcional de las curvas suaves a trozos, que 
van en el grupo SU 2m del punto E, m al punto — E 2n . Por Q* (Sü 2m ; 
E 2m . —E , m ) (designamos al espacio completo de todas las curvas 
(caminos) continuas de E 2 „ o — E 2m ; entonces la inmersión íí —»- Í2* 
es una equivalencia homotúpica (véase más arriba los elementos de 
la looria general de Morse para un espacio de bucles en una variedad 
suave). 

Consideremos en un espacio Í2 ( SU 2m ; E 2m , — E , m ) un subes- 
pncio SI, formado por todas las geodésicas minimnles y (o sea. con las 
geodésicas do menor longitud), que van del punto E, m al punto —E, m . 

lema i Un espacio Si es homeomorfo a una variedad compleja de 
Grassmann o seo, a una variedad de las superficies complejas 

m-dtmensionales en un espacio lineal C im . 

demostración Como fue demostrado en la parte I del libro (1], 
las geodésicas en el grupo de Lie (respecto a una conexión de Riemann 
concordada con una métrica invariante en el grupo) son todos los 
subgrnpus unipnramélricos y sus desplazamientos con ayuda de 
algún elemente arbitrario del grupo. Por eso para describir todas las 
geodésicas, que unen en el grupo SU 2m los puntos E., m y — E am , 
basta con describir todos los subgrupos uniparamétricos, que salen 
del punto E., m y terminan en c-1 punte — E 2 ,„. Puesto que cualquier 
subgrupo unidimensional y (t) en SU 2m es do forma exp tX. donde 
la matriz X es antiliermitiana (es decir, pertenece a un álgebra de 
Lie su 3m dol grupo SU 3m ), entonces, considerando que el parámetro 
t varía desde 0 hasta 1. obtenemos la condición: y (0) = E 2m , y (1) = 
= exp A" = — E 3 ,„. Consideremos la acción adjunta Ai del grupo 
SU am en su álgebra de Lie; entonces es bien conocido (por ejemplo, 
del proceso clásico de ortogonali/.nción en el caso unitario), que hay 
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tal transformación unitaria g 0 6 SU tm . que g„Xg¿‘ = X 0 , donde 



<P|+ - • • + 1-2m = 0. 


Con otras palabras, la matriz A’„ porte noce a la llamada sub&lgcbra 
de Carian del álgebra su im (es decir, a una subálgebrn máxima con¬ 
mutativa en su im ). Aplicando lo transformación Ad g|) a la geodésica 
■y (í), obtenemos: 


g 0 (exp A’) g-' = oxp (H 0 X*l') -- 




0 e‘ T ‘" 


— So( — ^2m- 


De aquí (|i| -= jtAti. A-, «-« 21, 4- 1. 1 < < 2m, l, £ 2; k x + . . 

. . . + k tm = 0. De manera que liemos descrito todas las geodésicas 
que unen los puntos E Sm y —£ Jm en SU sm . Queda por escoger de 
ellas geodésicas do mínima longitud. Puesto que la aplicación oxp 
realiza la isometría con aplicación de una recta tX en la geodésica 
exp <fX). entonces basta hallar la longitud de un segmento corres¬ 
pondiente en el álgebra de Lio para calcular la distancia desde E lm 
hasta — E 2m a lo largo do la geodésica exp (/X). La forma do Killing 
en el álgobra de Lío su lm es del Upo Sp XY T — <X, Y >; por consi¬ 
guiente, la longitud de la geodésica exp (/X) desde E lm hasta — E tm 
es igual a 


V(X, X) - Y Sp XX ~ T => n ]/Jj (A•,)*. 

De aquí está claro, que la longitud mínima de la geodésica es igual 
a nY2m. o sea, cuando k¡ = ±1. Además, puesto que Sp X = 

= n9¡k t = 0, entonces, la matriz X tiene en la diagonal un número 
igual do +1 y de —1. De manera que liemos mostrado que todas las 
matrices X son do tal forma, que el exp X = —E im y el exp tX 
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es una geodésica mínima, que se obtienen de la matriz dada 


0 



0 ' -i 


mediante el empleo en ella de aulomorfismos interiores do forma: 
X„gX„ g~ l . donde el elemento g recorre todo el grupo 5 í/ 2m . 
Por consiguiente, liemos establecido un homeomorfismo entre un- 
conjunto de todas las geodésicas mínimas y un conjunto do matrices- 
do forma gX„g~ l , donde g (¡ SU lm . Por otro lado, esto conjunto de 
matrices, evidentemente, es homeomorfo a un espacio homogéneo- 
SU t JCX„. donde con CX„ so designa un subgrtipo estacionario de 
la matriz X„ (o sea, un subgrupo, que forma la matrix X„ en su sitio 
con la acción adjunto del grupo St r 2m ). Puesto que, evidentemente, 
hay un ¡somorfismo: CX„ = S (U m x U m ), entonces el espacio 
SL\JCX n es homeomorfo o una variedad compleja do Grassmann 

ü'l m.m- lema queda demostrado. 

lema 2 Cada geodésica mínima y (1). que une el punto ¿ am con el 
punto —es dado unívocamente por su punto medio, es decir, por el 
punto y (1/2). De tal manera, el conjunto de las geodésicas mínimas, 
o sea el conjunto de sus puntos medios, es homeomorjo a la variedad de 
Grassmann y, por otro lado, coincide con la intersección del grupo SU tm 
con su álgebra de Lie su Jm . Con esto, consideramos, que el grupo SV tm , 
lo mismo que el álgebra de Lie su im están realizados como subconjuntos 
en un espacio euclldeu de las matrices complejas de dimensión 

m X rn. 

iiemostración. La primera parto de la afirmación, precisamente, 
de que cada geodésica mínima es dada unívocamente por su punió 
medio, se deduce de la fórmula: exp {tX) == (eos ni) ü 2 ,„ (sen nl)X 
Para t — 0 obtenemos E¡ m . para t = 1. obtenemos el punió —!¿ im , 
y para t = 1/2 obtenemos la matriz X. De manera que ei punto me¬ 
dio de la geodésica y (t) coincide con la matriz X. Claro que el con¬ 
junto de las matrices X do tipo gX a g~ l coincide con el conjunto de 
tales matrices antihermitionas. que además son unitarias, o sea. son 
soluciones de la ecuación malricial X* = — E¿„,. En particular, de 
aquí es evidente que la variedad de Grassmann puede consi¬ 

derarse como un conjunto de todas las estructuras complejas uni¬ 
tarias en el espacio C 2m . También resulto claro que la intersección 
del grupo unitario SC’ im con un subespacio lineal su. im coincide con 
ol conjunto de matrices X tales, que X a — —El lema queda 
demostrado. 
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lema 3 Cada geodésica no mínima y, que une el punto E„ m con 
el punto —E., m en el grupo SU tm tiene índice no menor que 2m -i- 2. 

demostración I’or definición do índice do la geodésica, debemos 
calcular el número de los puntos conjugados con el punto E Zm a lo 
largo de la geodésica -y (en su segmento desde E am hasta — E tm ). 
Partiendo do la fórmula explícita para la ecuación de Jacobi (cuyas 
soluciones son campos de Jacobi a lo largo do la geodésica), obtenernos 
que los puntos conjugados son determinados por los números propios 
positivos de la transformación lineal K x : su 3m -*• su am , donde el 

operador K x (V) = R ( X, Y) X = l(.Y. TI. A:l está engendrado 

por el operador de la curvatura de Riemann (que so reduce a conmu¬ 
tador triple para un caso de grupo (véase II!, p. I. §§ 30, 36). Como 
■fue mostrado más arriba, se puede considerar que la matriz X os 
-diagonal y tiene la forma 


tnk, 

0 

0 

ink tm 


donde /C|>Ai + i- 


"De la fórmula explícita pora el conmutador obtenemos: (A', Y)*~ 
= || fu (k¡—k t ) ¡/¡i ||, o sea K X (Y) —1|-^- (k,— k,)*yj, || . El cálculo 
directo muestra que los valores del parámetro t, con los cuales el 
punto v(í) está conjugado con el punto E zm (a lo largo do y), 
son dados por bus fórmulas siguientes: t = kj _ k¡ • k) l k : ■ 

.... (poro cada par í. j). En el intervalo (0, 1) el número 

kj-k, j 




-de estos puntos conjugados (con i, / fijados) es igual a - , ¿ 

Considerando que k¡>k„ obtenemos quo el índice de la geodé¬ 
sica y es dado por la fórmula 

H= S (*,-A-,-2). 


De esta fórmula está claro, que para una geodésica mínima el índice 
•es igual a 0. Sea la geodésica no mínima; examinemos, por separado, 
■dos casos: a) entre los números k¡ por lo menos m ■+■ 1 númoros tienen 
un signo; b) entre los números k, se tiene exactamente m números 
positivos y m negativos- poro no todos olios son iguales a ±1- Obte¬ 
nemos, que (t 2m -+- 2. El lema queda demostrado. 

Pasemos a la demostración del teorema de la periodicidad uni- 
daria, a saber: los grupos homotópicos estables n¡U son periódicos 
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con período 2. Los grupos ji 0 U = jt 2 £/ = n t U = . . . son triviales, 
y los grupos it, U = n 3 U — tt s U = . . . son isomorfos al grupo 1. 

lejía Consideremos la inmersión de un conjunto de las geodésicas 

(P 

mínimas (komeomorjo a una variedad de Grassmann compleja G¡¡m, m ) 
en el espacio de las curvas (caminos) Q (SU 3 „,< E 3m , — E im ). Entonces 
esta inmersión (encaje) induce un isomorfismo de los grupos homolópicos 
en todas las dimensiones que no sobrepasan 2m. Como tiene lugar la 

igualdad n¡QX = obtenemos definitivamente que n¡Gzm, m = 

= Jl¡ +¡S U 3m . 

demostración. Consideremos en un espacio de curvas (caminos) 
í2(Sf/ 2m ; E 3m , — Etm) una funcional de acción u operación; sus 
puntos críticos (en los cuales la funcional alcanza el valor mínimo) 
son geodésicas mínimas, que unen los puntos E zm y — E tm en SU 3m \ 
por consiguiente, este conjunto do los mínimos de la funcional es ho- 
meomorfo a la variedad G 2m , m . Al mismo tiempo, como fue demos¬ 
trado más arriba, el índice de los restantes puntos de la funcional 
(distintos de las geodésicas mínimas) no es menor que 2 m -)•■ 2. Ap¬ 
licando a esta funcional la teoría de Morse (para el caso de puntos 
críticos degonorados que llonan las subvariedades críticas no degene¬ 
radas). obtenemos que el espacio de curvas íí (SU 3m \ E, m , —E 2m ) 
(considerado como un complejo celular infinito) se obtiene do una 
variedad do los mínimos absolutos de la funcional de acción, pe¬ 
gando a esta variedad (liomeomorfa a ,„) las células de las di¬ 
mensiones no menores que 2m 4- 2. De nqui se deduce que los grupos 
homolópicos del espacio i? (SU lm \ E tm \ — E !m ) de dimensiones 
i sg 2n», coinciden con los grupos homotópieos de la variedad de los 
mínimos absolutos de la funcional do acción El lema queda demos¬ 
trado. c 

lemas. Tiene lugar un isomorfismo: para 

i -r~. 2 m. 

dlmostración (véase [1J, p. If, § 24). Consideremos un espacio 
l/m 

fibra do estándar U m+ , —5 +l ; do su sucesión homotópica exacta 
oblenomos inmediatamente que ni., ( U m ) — n,_, par» » ^ 

s£¡ 2 m. Por otro lado, de la sucesión homotópica exacta del espacio 

Um 

fibrado U 3m -*■ U tm /U m obtenemos ahora que ji, (U. ¿ JU m ) = 0 
para i sj 2m. lo que equivale a la afirmación del lema. La demostra¬ 
ción ha concluido. 

Ahora reuniendo todas estas afirmaciones obtenemos, en resumen, 
el teorema de la periodicidad unitaria: 

rr e yC =~ 

tl,G 2m , m —* 

— n¡Q r - (Sü 2m ; E 2m , — E 2m ) ^ n,+ t SU 2m —ni+¡U 2m . 
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Escribamos explícitamente esta cadena de isouiorfismns. Sea /i-¿: 
5 f_l -»• U m una aplicación continua que representa una clase homo- 
tópica I/l £ -Tf _j Utí- Construimos por esta aplicación la aplicación 
U~\'- ó' 1 ’ 1 —>- SU, m . Para ello presentemos el grupo SU, como ud 

grupo de matrices jp). donde p ~ jj _JÍ jj. | a | 2 + | p | 2 = 1, y 

destaquemos en el grupo SU, un subeon junto que es un disco b¡di¬ 
mensional 'D z , dado por la siguiente condición: p £ ’D", p £ FC 
p 0. Después sumergimos (encajamos) esto disco hidimensional 
' D 2 en el grupo SU. lm mediante la fórmula 

}:P~*P® E m = 

Luego consideremos en el disco ' D 4 una curva suave 'y (P) - {p (a. 
P) a — ix, x £ 11. x > 0); lomamos y (P) — / ('y (p)). Vamos a 
representar los puntos de la variedad de Grassmann Gf m¡m como pla¬ 
nos invarionle.s que responden al valor propio \ — i do los operadores 
g: C sm —*■€*"'. g £ SU, m , g t - — E, m . Entonces, para el punto 
y £ y (p) tenemos y 2 = — E, m . es decir, y (P) £ ¿ 2 m , m cr SU im 

ía 

cuando 0 sj P sí 1- Consideremos en 6Vr,. m un conjunto de elemen¬ 
tos g do la siguiente forma: 

g - g (O- ÍT. P) = \E m © /Til (o)I ’\p (ix. P) ® £ m M£ m © 

©/t-, (o)l. 


«E m P E m II 
-P E m *E m || ' 


dondo o £ (o) £ U 

cación de la esfera 5'“* 


Cuando p — 1, obtenemos una apli- 

| 0 //-i (o) 

|-/í-i(o) 0 


y para 0 sí p s£T 1, el conjunto {g (o, it, p)} se representa en forma 
de la imagen do una esfera S x . además, {g (o, ix, P)} € G 2m ,m< 

d (S'l = I/¿) (dondo d: n,Gf m , n -*■ n¡.,(/ ln ). 

•teorema i. (Fomonko). Sea que ó’’-' -*■ U m represente algún 
elemento de un grupo homotópico ji|_, U m . En virtud del teorema de 
la periodicidad, los grupos ¡¡¡.¡Um y ji ¡+¡U nl son isomor/os. La jór- 
mula explícita de este isomorjismo tiene la ]orma: }¡.¡ f¡+¡. donde 




:S‘"-»U 2m -, f 
g(o, a. P) = 


i+t: •S'* 1 —► {g (o, o, p)}cSC/ 2m ; 

a-E m P/í-i (o) II 
-P/.'-i (e) *E m ¡I’ 


o sea la relación f,—*■ f¡+¡, que confronta a un elemento del grupo 
homotópico K¡.¡U m cierto elemento del grupo homotópico n¡+¡ U, m , 
y da un isomorjismo de la periodicidad. 
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demostración. Consideremos el conjunto {g (o, a, P)}, donde 
g lo. «. P) = \E m © /f-i (o)l • l P (a. p) © E m ] [E m © (a)]; 


entonces {g (o, a. P)}. evidentemente, se puede representar como 
la imagen de la osfera 5'*- 1 con la aplicación continua / l+1 : 

{g (o, a, p)} c: SU !m . De manera quo si /i-, (o) 6 U m representa 
en sí cierto elemento del grupo homolópico n¡-,U m . y así f,+,S'+ l c= 
c SU tm . y de la construcción más arriba descrita (teniendo oncuen¬ 
ta los isomorfismos de periodicidad clásicos), se deduce inmedia¬ 
tamente que la correspondencia / f _, —*• f¡ engendra el isomorfismo 
de periodicidad unitaria. La fórmula explícita: 


ff(o, «• P)=/... (■S‘“) 


-P/r-i (o) 


P/r-i (o) 


se obtiene mediante la combinación del operador de frontera (véase 
su escritura explícita más arriba) con la aplicación que confronta 
a cada «esferoide» (o sea aplicación de esfera) formado por un haz 
de las geodésicas mínimas que van del punto E sm al punto — E sm , 
un esferoide compuesto de todos los puntos medios do las geodésicas 
do esto haz; este esferoide se oncuontra en la variedad de Grassmann. 
El teorema queda demostrado. 

De esto modo, desde un punto do vista geométrico evidente, el 
isomorfismo do periodicidad se compone de modo bastante fácil. 

taso i. Es necesario tomar el esferoide f, del grupo U m y me¬ 
diante la consideración del operador de frontera Ó: 
pasar esto esferoide a un esferoide sumergido en la variedad de Grass¬ 
mann (véase más arriba la fórmula explícita). 

paso 2 . Es necesario tomar el esferoide de Grassmann obtenido 
on la variedad do Grassmann, presentar esta variedad como inter¬ 
sección del grupo SU~ m con su álgebra de Lio 5 U, m (con su inmersión 
en un espacio lineal de todas las matrices complejas do tamaño 2 m X 
X 2m). aprovecharse de queesta intersección coincide exactamente con 
el conjunto de los puntos medios de todas las geodésicas mínimas que 
van en el grupo SU 2m del punto E, m al punto — E. m y. al examinar 
todas las geodésicas cuyos puntos medios llonan el esferoide on la 
variedad de Grassmann. obtener un esferoide (de dimensión mayor 
en la unidad) ya en el grupo SU, m . Este esferoide es imagen del 
esferoide inicial h-\ con un isomorfismo de periodicidad. El teorema 
más arriba demostrado da osle isomorfismo con una fórmula ex¬ 
plícita. 

Si m = 2. os posible tomar como aplicación inicial f 3 : S 3 -*- SU 2 
. ■ II x y 11 

la aplicación idéntica /, (o) = ||_— - , |x| ! + ]y\ z — 1; entonces 

l/sl = 1€n s Stf 2 . Ahora pasando a m = 2 2 , 2 3 , 2*. obtenemos 
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una aplicación /»+,: S í '”‘ -*■ SU*. donde [/-£♦,] = 1 € 

Por último, notemos, que la aplicación /si,+, coincide con la 
aplicación de la «dualidad» a. fc+ , conocida en la teoría de álgebras 
do difford y de las representaciones de espinores del grupo ortogonal, 
sólo si en la definición do esta aplicación se sustituye el campo de 
coeficientes C. por el campo do los números reales R. 

Mostramos esta confrontación, debido a que esto da otra fórmula 
explícita más para un isomorfismo de periodicidad unitaria ha¬ 
ciendo más simple el cuadro geométrico. Vamos a construir la aplica¬ 
ción a 2 » +1 do la siguiente manera. Sean /: S"-' —GL (A'; C), 
g: 5" 1 - 1 —tGL, (M; C), dos aplicaciones continuas. Puesto que 
S n ~ l cr IR". S m ~‘ c R™, entonces las aplicaciones / y g so pueden 
prolongar (por homogeneidad) en los espacios euclídeos IR" y IR™, 
respectivamente. Definamos una aplicación co: 51"*“ \ 0 — 
-v GL (2 MX; C). haciendo 


f»g=<a(x. y) 


/(*) ® Ey,—E s ® g* (y) 
E N ® g {y) /* (x) ® E n 


dondo /* = /*, g* = ¿i; (x. y)cr X R™. (x. y) (0. 0). Yn 
que (t> = j * g está definida en R"*™ \0. entonces surge una apli¬ 
cación S n + m - t -- GL (2 AfN; C). Si a: S' -*■ C¿ (1; C). a (z> = 2. 

| 2 | = i. entonces 'a a j, + , = a * a «... * a (2& + 1 veces). SI en 
calidad de a 21l+1 se toma la aplicación ó’*** 1 -► SU, k correspondiente 
a la aplicación 'a-n+x. entonces, evidentemente, obtendremos la 
identidad a í)l+1 =/*»+,. 

II. La periodicidad unitaria desde el punto de vista de los 

problemas variacionales multidimensionalcs. 

El teorema de periodicidad descrito más arriba se basa en la 
teoría de funcionales unidimensionales (precisamente, de funcional’ 
do acción definida en las trayectorias en un grupo unitario). Resulta 
que el isomorfismo de periodicidad surge de manera más natural aP 
considerar un problema multidimensional variacional (en el caso dado, 
bidimensional). 

Para un enfoque clásico, el isomorfismo de periodicidad unitaria 
se descompone en una composición de dos isomorfismos cada uno. 
de los cuales aumenta la dimensión de un grupo homo tópico en la 
unidad. El hecho de que el aumento exigido de la dimensión en dos 
unidades se obtenga como resultado de efectuar esos dos pasos (véase- 
su descripción en el parágrafo anterior), corresponde completamente 
al método de demostración clásica, que utiliza funcionales unidi¬ 
mensionales de acción y longitud definidas en los espacios de apli¬ 
caciones de un disco unidimensional D 1 (segmento). Consideremos 
esto proceso con más detalles. Sea fijado un disco unidimensional 
D 1 ; dD 1 — S" (esfera de dimensión nula); entonces üy = £1 (SU ím ‘, 
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£, m , — Eim) es el espacio de las aplicaciones continuas / del disco 
en el grupo SU tm , con las cuales / I s» = l o I so. donde i 0 S° = 
= ( E im , — E 2m ), es decir, la frontera del disco siempre pasa al¬ 
mísimo par de puntos fijados. La funcional de acción E en el espacio- 
n,' = Si (SU 2m ; E tm , -£, m ) se define así: 

o 

donde io(0 ) = E 2m ; <e(l)=— E Con esta funcional está rela¬ 
cionada naturalmente la funcional de longitud L\( w)= | |-^-| di- 

0 

Como fu© mostrado en la parte I del libro [1J, el estudio do los puntos- 
críticos (extrémales) de la funcional L se reduce al estudio de las 
propiedades y extrémalos do la funcional E. Un conjunto de puntos 
(trayectorias), en los cuales la funcional do acción E (y, por consi¬ 
guiente. también la funcional de longitud L) alcanza el mínimo ab¬ 
soluto, es cierto subespacio homeomorfo a la variedad de Grassmamv 

G* m ,m< en el espacio Fl¡, y por eso (como se deduce de la teoría uni¬ 
dimensional de Morse), un armazón (2nt)-dimens¡onal del espacio n t 
será equivalente homotópicamcnte a un armazón (2m)-dimensional 
del espacio Gp„, m . En otras palabras, se puede decir que la parte 
analítica del isomorfismo de periodicidad unitaria está en el iso- 
morfismo 


"i ( C L. m) = «i (11Í) = (1,) = Jim (SU 3m ). 

por cuanto el siguiente paso: ni = "i-i (í^m) es corolario- 

de un hecho ya puramente homotópico que no tiene ninguna relación- 
con lo funcional E. 

El mecanismo geométrico del isomorfismo de periodicidad arriba 
descrito sugiero la idea de poder obtener este isomorfismo no en dos- 
pasos, sino en uno, si en lugar del problema variacional unidimen¬ 
sional se utiliza el problema bidimonsionnl. es decir, se escoge una- 
funcional bidimensional conveniente. Resulta que en efecto hay tal 
posibilidad; en particular, esto hará más simple el cuadro geométrico 
del isomorfismo do periodicidad. Pasemos a estudiar el problema- 
vari acional multidimensional. 

Considerando las funcionales bidimensionales en un espacio de 
aplicaciones escogido especialmente, obtendremos un isomorfismo- 
de periodicidad. Examinemos en el grupo SU tm una circunferencia, 
sumergida (encajada) 
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que es un subgrupo uniparamétrico, y la fijemos. Aquí actuamos por 
analogía con ol caso unidimensional, cuando en el grupo SU ím se 
fijaba una osfora de dimensión nula S° = {£ 2m . —£ 2n ,J. Sea D 2 
un disco bidiraensionol con frontera S 1 en su métrica eucíidea están¬ 
dar; fijemos la aplicación /„: S 1 — SU tm , que pasa isométricamente 
la circunferencia S 1 a la circunferencia S‘. 

Con 11, designemos al espacio topológico de todas las aplicacio¬ 
nes continuas ): D" -*■ SU tm tales, que / | S i = lo- El espacio II, 
es de tipo homotópico de un complejo celular. Consideremos un sub¬ 
espacio n'cr n 5 formado con todas las aplicaciones / de un espacio 
funcional h\ (D 2 ), donde el espacio IP l (£,) fue definido más abajo 
para un planteamiento cuidadoso y exacto del problema. 

Sea G un dominio en un espacio ouclídeo R v (x 1 , . . x v ). Di¬ 
remos que la funcióu u: G R pertenece a una clase de funciones 
//£, (G) si. y sólo si: 1 ) u £ L p (G), es decir, si es suma ble en el grado 
p: 2) existen «derivadas generalizadas» D a u , o sen, tales funciones 
r„ e L„ (G), a = («,. . . ., Ov). 0 < | a | < m, que paca cualquier 
función infinitamente suave finita g es justa la identidad: 

\ S(^)r a (x)dx~ ![ D a g(x)\u(x)dx. 

a o 

Aqui |a | a, + ct, 4- ... 4- cq,; D“i?=ó»(g)/(dx , ) a i ... (dx*)“v. Si 
m= 1. entonces |oe| =» 1. 

Si /: D i -*■ SU tm , entonces / £ 1¡\ (/) 2 ) si. y sólo si. las funciones 
de coordenadas engendradas por esta aplicación pertenecen a ¡1\ (D*). 
Cambiamos la exigencia de suavidad a trozos do la aplicación / en 
el caso unidimensional (que es necesario para construir la teoría 
unidimensional de Morso) por la exigencia de pertenencia de la 
aplicación / a la clase H\ (D 2 ). 

Definamos en el espacio TI' la funcional de Dirichlet D: 11,' —R, 
que confronta a cada aplicación / 6 ü' el valor de la integral de Di¬ 
richlet D []) en la aplicación / (véase la definición más abajo). Esta 
funcional de Dirichlet es un análogo bidimensional de una funcional 
unidimensional de acción, mientras que la funcional de área bidi- 
mensionol es análogo de una funcional unidimensional de longitud 
(véase til, p. II, § 32). Recordemos la definición de la funcional de 
Dirichlet. Las funciones r a (x), a = (a,. .... a,) se llaman deri¬ 
vadas de la función u y se designan por D a (u) o u, si a = 0. 
entonces u, a — u. Sean M y V variedades de Riemann con tensores 
métricos gn (x), x 6 M\ g at¡ (u). v g V. Con cada aplicación/: V M, 
donde / £ H\ ÍF, A/1, se vinculan los tensores de un tipo mixto; 
así, por ejemplo, x¿ — x 1 . a . donde x* son coordenadas locales del 
puntos x = / (y) £ Af, y la diferenciación se comprende en ol sentido 
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arriba indicado. Designemos porV 0 a una derivada covariante total 
dol tensor mixto. Definimos un producto escalar de dos tensores 

e suponiendo (x¿. y{¡) = gaegu^íyi- Ahora sea / É //? ÍV, M]; 
hacemos 

n 

D w= J [4 (4, 4>] 2 *>. 

donde tfc es un elemento de volumen de Riemann en una variedad 
de Riemann V, y n — dim V. La aplicación / 6 /T? [V, A/) se llama 
armónica, si ÓD I/; t|l = 0 para cualquier campo vectorial q (/) 
de clase H1 definida cu / (V). La correspondiente ecuación de Eulor 
para la funcional D (/) tiene la siguiente forma: V“V a a; < = 0. Esto 
se verifica por el cálculo directo. 

En nuestro caso en calidad do variodad V tomamos el disco bi- 

(limensional D J ; entonces g** (o) - ó“P, y la funcional de Dirichlet 
(análogo bidimeiisíonnl de la funcional de acción) D 1/1 toma la forma 

¿>I/J«4 ] I(*í» 4)-H*í. J{)ldf=-~ f A',; -f j‘ 4) <lv, 

donde g ,, es una métrica del grupo SU 9m . 

Con esto, el grupo está realizado en el espacio S N -• y la métrica g 
es la restricción de una métrica cuclídea. La primera variación ÓD 

do la funcional D tiono la forma ÓD I/; t|l = j (x¿. VíV) do. 

Si el disco hidimensional D s so da para métricamente con ayuda de 
las coordenadas euclírions u y v, obtendremos: 

O f/1 4 í í(x ü . i u ) + (x F . x r )J du do, x = (a 1 .a p ). 

V 

P^dim.T/; 6¿>(/: r|j = 

+ 16"? ID*). 

v 

Consideremos en el espacio de las aplicaciones II,' una funcional más 
A l/l, que confronta a cada aplicación / g II' el valor de la siguiente 
integral: V^det i! du di;, donde 

v 

a-ljf- 

II (* r a» J? r) (*d. *r) 

18—fi II26 
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o sea, la funcional A l/] es una funcional del área bidimensional. 
Es bien conocido (véase 11], pág. 363), que tiene lugar una desigual¬ 
dad A |/| ^ D [/], al mismo tiempo, la igualdad se consigue si, y 
sólo si. la aplicación / es generalizado-conforme. Por ejemplo, para 
el caso de las superficies míDimas bidimensionales en un espacio 
euclídoo tridimensional, esto significa que un radio vector mínimo 
de superficie siempre es armónico en las coordenadas conformes (es- 
decir. en tales coordenadas, donde la métrica de Rieniann inducida 
tiene forma diagonal). Notemos que aquí se observa también la ana¬ 
logía con el caso unidimensional (véase más arriba el espacio de cur¬ 
vas con extremos fijados), a sabor: Las funcionales de acción £ y de¬ 
longitud L están relacionadas con una correlación analógica: L* (e>) ^ 

E («). al mismo tiempo, la igualdad se consigue si y sólo si la 
aplicación (o do una geodésica mínima (perteneciente al parámetro 
natural), que va del punto u (0) al punto e> (1). 

Lo mismo que la funcional de acción E. la funcional do Dirichlet 
bidimensional D permite excluir todas aquellas aplicaciones /, que 
se distinguen de una aplicación armónica/ 0 sólo por el cambio continuo 
de los parámetros en el disco D t . lo que no cambia el valor de la fun¬ 
cional del área pero, hablando en general, cambia el valor do la fun¬ 
cional de Dirichlet. 

Notemos para lo sucesivo, que tiene lugar el isomorfismo p,: 
n, (rij) ss jt.+j (SU, m ) y que el espacio n a es equivalente liomotó- 

picamentc al espacio fl, do todas las aplicacionescontinuas S*-+-SU im 
con un punto fijado. La primera afirmación es un corolario evidente 
do la sucesión exacta de un espacio fibrado de bucles dobles. 

teorema 2 . (Fomenko). Consideremos el grupo SU tm y los espacios 
funcionales U, y TI". En el espacio Í1 j examinemos un subconjunto W 
consistente en 'todos los puntos (o sea, aplicaciones continuas) /, sobre los 
cuales la funcional de Dirichlet D \f] tiene un mínimo absoluto. En¬ 
tonces se cumplen las siguientes afirmaciones : 

a) el conjunto W es homeomorfo (como un espacio ¡apológico) a uu 
grupo U m ; 

b) la inmersión ( encaje) i: W -*• 1E 11, induce un isomorfismo 
de grupos homotópicos i t : n,U m —Jt,U 2 para s ^ 2 m; por eso el ar 
masón (2m)-dimensionaldel espacio Il 2 es equivalente homo tópicamente 
al armazón (2m)-dimensional del grupo U m , y la composición p 2 o 

o i». n,U m n,+,SU 3m es un isomorfismo de periodicidad unitaria 
con s < 2 m. De manera que la utilización de la funcional de Dirichlet 
bidimensional y la consideración del conjunto de sus mínimos absolutos 
permite obtener el isomorfismo de periodicidad unitaria en un paso (de 
una vez, con aumentar la dimensión de los grupos homotópicos en dos 
unidades), a diferencia de «dos pasos» con empleo de las funcionales uni¬ 
dimensionales de acción y de longitud. 

La demostración del teorema la hacemos en forma de una cadena 
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de los siguientes lemas. Al principio, consideremos on el grupo Sü\ 
una esfera biditnensional definida por la fórmula: 


Sl = 


*E m 

~PE„ 


PE m 

aE„ 




Una de las somiesferas, precisamente, la esfera dada por la desigual¬ 
dad p 0 coincide con un disco bidimensional Z?J, cuya inmersión 
en el grupo SU tm ha sido realizado más arriba. El ecuador {p = Ó) 
de la esfera S‘ os la circunferencia S¿. Puesto que la inmersión do 
la osfera SJ —*■ Sl' tm so prolonga hasta la inmersión SU t ~*- SU im , 
entonces la esfera S J es una subvariedad completamente geodésica 
en el grupo SU. Jm , y más aún subvariedad mínima. Recordemos que 
la subvariedad se llama completamente geodésica, si cualquier geo¬ 
désica tangente a esta subvariedad on algún punto se encuentra en¬ 
teramente en ésta. El hecho de que cualquier subvariedad completa¬ 
mente geodésica es localmciite mínima, se deduce de la forma ex¬ 
plícita del tensor de curvatura de Ricinann, restringido en una sub- 
vnriodnd completamente geodésica. En un grupo de Lio, el tensor do 
curvatura do Riemann en una subvariedad completamente geodésica 
es una pacto del tensor de Riemann en un grupo abrazado, este tonsor 
so descompone en suma directa. 

De manera que también el disco D‘ es una subvariedad comple¬ 
tamente geodésica on el grupo SU Consideremos un conjunto W 
de los discos completamente geodésicos D 2 ( x) cr SU tm , que son do 
forma D 2 (x) = xDJx-'. donde x £ SU tm y xsx~ l <b¡ s para cualquier 
s € S¡. 

lema 8. El conjunto IV es homeomorfo al espacio i' m . 

demostración Son D 2 (x) £ YV; entonces xs = sx para cualquier 
s £ S¡- Puesto que S‘ 0 = {a E m -f aE m , | a | = 1), entonces de 
aquí se deduce que x = A © D. donde A, D 6 U m , es decir, x = 
= ( E m © DA~ l ) {A © A) = i, (A © A), x, = E m © DA- 1 . Pues¬ 
to que (A ® A) d = d-{A © A) para cualquier d £ D\ y cualquier 
<4 € U m , entonces 


D*(x) = D*(x,) = 


*E m p C 

-PC-' O.E„. 


C«=DA-‘. 


Como p > 0. la matriz C se define por esta condición unívocamente. 
Asi, a cada disco/? 1 {x ) le confrontamos un elemento C f U m , donde 
C — C ID 2 (*)]. Sea C ID 2 (a - )) = C I D 2 (x')J; entonces es evidente 
que x' -x- 1 6 {A © A }. y por eso los discos D 2 (x) y D 2 (x‘) coiucidon. 
Por el contrario, si Cf U m . entonces C = C \D 2 (x)], donde x -- 
= E„ © C, o sea, la correspondencia construida D 2 (x) C \D 2 (x)J 
es el homeomorfismo necesario entre W y U n . El lema queda de¬ 
mostrado. 
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Ahora varaos a construir la inmersión (el encaje) l: U m —llj. 
Sea B 6 í/m’> entonces se construye por osle elemento unívocamente 
£ U m \ entonces se construye por este elemento unívocamente un disco 
bidimensíonal 


D t (E n ®e)‘ 





al mismo tiempo, si g, ¥■ Bt- entonces D 2 {E m © g,) f) ^ (E m © 
© o ) S'. Sea i„: D i -+ D\ nuestra aplicación fijada. Hacemos 

i (b) l = {E m 0 g)-i a (1). ( E m © g~ l ). donde J. € D\. Claro quo 
l\ g -*■ l (g) es la inmersión buscada f/ m -*■ til. Del lema arriba 
demostrado, se deduce que el conjunto do aplicaciones i (U m ) cr TI' 
coincido con un conjunto do aplicaciones dol tipo Ad* ° i». donde 
el elemento x recorre todo el grupo G —■ {A © A } c: (J 2n ,; G ss U m , 
es decir, el conjunto l (í/ m ) es la órbita riel punto i 0 6 R-i con la ac¬ 
ción adjunta dol grupo G en el conjunto de aplicaciones ll 2 . 

lema 7. El hotnomorfismo p 2 « i,: re» ( U m )(SU lm ) coin¬ 
cide con un Isoinor/ismo de periodicidad unitaria. 

DKMOHTiiActox Sean /: S* —► U m . I € l/l € J»* (G m ). <r £ S', En¬ 
tonces 


©/<•>! 


a E m p/(o) 
— p/-‘(n) o.E m 


So deduce inmediatamente del parágrafo precedente y de la tooría 
unidimensional de Morso. que el liomomoríismo^P* <• í* coincide con 
el isomorfismo de periodicidad unitaria, si »• < 2 m. Puesto que P 2 
es un isomorfismo en cualquier dimensión, de aquí so deduce que el 
liomomorfismo i,: ti, (f/ m ) n, (n 2 ) es también isomorfismo para 
s 2m, y por eso un armazón (2m)-d¡mensional 13» es equivalente 
bomolópicamonte a un armazón (2m)-dimeusional El lema 

queda demostrado. 

Así la inmersión f: U m -*■ n 2 satisface todas las condiciones ne¬ 
cesarias. Queda por mostrar que está cumplida la igualdad: i ( U m ) — 
= W. 

Consideremos uu ospacio euclidoo IR 8 ™ 2 idenlificable con un es¬ 
pacio complejo C 4m ’ de todas las matrices complejas de dimensión 
2m X 2m. con una forma bilioeal q {A. D) = Re (Sp AB V ), B* = 
= B T . Entonces el grupo SU., m se sumerge isomótricamente en 
la esfera S 8 ™*- 1 de radio y2m como una subvariedad suave, en la 
cual so induce una métrica de Riemann especial, invariante respecto 
a los desplazamientos derechos o izquiordos en el grupo SU tm . Este 
métrica, evidentemente, coincide con la métrica de Killing, Por eso 
a muchas relaciones métricas en el grupo SU ím es útil considerarlas 
desde el punto (le vista de la esfera abrazante S 8 "'"- 1 . Obtengamos el 
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primer corolario do la existencia de esta inmersión ¡sométrica del 
grupo en la esfera. Por ejemplo, en el grupo SL' sm no existen tales 
variaciones infinitamente pequeñas (perturbaciones) del disco bi- 
dimensional DI que dejan inmóvil la frontera de esto disco S ¿ = dD\ 
que el disco perturbado D\ sea un disco mínimo en el grupo 
pero no completamente geodésico. En efecto, sea que existe tal va¬ 
riación. Notemos que la circunferencia Sjc SC' sm c es 

una circunferencia de un circulo máximo en la esfera S am '~ x , y el disco 
Z)J es una sección plana central de la esfera S 8m5_1 por un plano tri¬ 
dimensional pasante por el origen de las coordenadas en Jl 8ma . 

Puesto que el disco D\ (por suposición) no es completamente geodé¬ 
sico en el grupo SL' tm . entonces él no es tampoco completamente 
geodésico en la esfera ■S 8 ”' 3 - 1 . o seo él no se obtiene del disco D\ me¬ 
diante un giro en torno a la circunferencia S' a . Do aquí se deduce 
que su área es estrictamente mayor que el área del disco D\ en apro¬ 
ximación lineal, o sea, 6/1 > 0 . Por eso el disco Di no os un disco 
mínimo, lo que contradice la suposición. Así. cualquier variación 
do cualquier disco D i (x) g W" o bien deja completamente geodésico 
el disco /)* ( z) (y entonces esta variación se reduce al giro del disco 
en torno a su circunferencia de frontera con ayuda do algún aulo- 
morfismo interior del grupo abrazante SU tm ). o bien destruye su 
mínimo local (por lo menos, en un punto interior). 

lema s Tiene una implicación: i (U m ) c : W. 

demostración Puesto que cada aplicación f £ i (í/,„) tiene forma 
/ ■ Ad x i„, r(C, entonces basta con verificar que el punto i 0 es un 
punto de mínimo absoluto para la funcional de Dirichlet D. Puesto 
iiue i Sl'. ¡m cr y el disco /_>* es una sección pinna central de la 

esfera 5 8m ' _1 . entonces la aplicación i„ es un punto de mínimo ab¬ 
soluto para la funcional de área A. Ya que cualquier vector mínimo 
es también armónico (en las coordenadas locales correspondientes), 
entonces esta aplicación i 0 es un punto crítico también para la fun¬ 
cional do Dirichlet D (notemos además que la armonía generalizada 
do la aplicación i„ se deduce asimismo do la construcción explícita 
do la aplicación i„; véase más arriba). Como siempre so cumple la 
desigualdad A 1/1 ^ D 1/1. está claro que la aplicación i„ es un punto 
de mínimo absoluto para la funcional de Dirichlet D. El lema queda 
demostrado. 

lema ii Tiene lugar la igualdad i (U m ) -- IV, donde W es el con¬ 
junto de los puntos de mínimo absoluto de Ia funcional de Dirichlet O. 

DEMOSTRACION. Sea /: D~ —► SU 3n ¡, f ¡ s' — !<¡ es un punto de mí¬ 
nimo absoluto de la funcional de Dirichlet D. En el lema precedente 
se demostró que el valor de la funcional D en los puntos do mínimo 
absoluto es igual a D !i„|, y que este valor es igual a A [i„l. Puesto 
que A 1/J ^ D 1/1 = D [i 0 l — A [í„J. entonces /I 1/1 ^ A fí 0 |, pero 
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ya que esta relación es posible considerarla en una métrica estándar 
de la esfera es ©vidente que A 1/i = A [i 0 ], y entonces /£>“ c: 

58 m*-i es una sección plana central; además, la aplicación / es 
armónica. Prolonguemos un disco completamente geodésico fD 2 
hasta la esfera S 2 , que es completamente geodésica, en la esfera S 8 ”' -1 
(y, por lo tanto, completamente geodésica en el grupo SU lm ). Hemos 
obtenido en el grupa SU im dos esferas completamente geodésicas: 

S\ y S 2 , con esto. S* R 5 a 5 E ím . Los subgrupos mínimos que 
contienen estas esferas S; y S 2 , son los subgrupos G, y G 2 isomorios 
al grupo Sí/ 2 . Las dos inmersiones (encajes) a,: G¡ -*■ SU im \ a.,: G¡ —► 
—*■ SU im definen dos representaciones exactas del grupo S en el 
grupo SC\ m . Ya que el rango (Sí/,) = 1, se puede considerar que la 
circunferencia SJ es una imagen de un toro máximo T l = S l rz. S(J 1 
además. S¡ <=. donde 7’ lm_1 es un toro máximo en el grupo 

Sb\ m ■ Puesto que dos representaciones /, y /. coinciden en el toro 
<r'os un subgrupo máximo conmutativo en el grupo Sí/,; en el caso 
dado este toro es unidimensional y homeomorlb a ia circunferencia), 
entonces ellas son equivalentes, es decir, hay un demento x £ Sí/ 2m 
tal, que se cumple la igualdad: /, = Ad*-;'.. Dos esferas S\ y rS 2 x~ l 
inmersas (encajadas) en el grupo G, se pueden hacer coincidir me¬ 
diante un automorfismo interior más Ad Xj ; entonces en la esfera SJ 
obtenemos dos geodésicas: S¿ y x,xS¿x- l xí l . Por consiguiente, hay 
un elemento x s £ G¡ tal, que S' 0 na x 3 x 1 .tSJx _, xT 1 x 2 1 . Por eso el auto¬ 
morfismo Ad*. donde y = x 2 x,x, pasa la aplicación / n la aplicación 

dejando en su lugar la circunferencia S J, o sea, / £ i ( U m ). El lema 
queda demostrado. 

De manera que está concluida completamente la demostración 
del teorema. 

Notemos que todos los puntos del conjunto ib'son no simplemente 
puntos minimales para ambas funcionales .'t y D, sino que incluso 
puntos «completamente geodésicos» (es decir, aplicaciones completa¬ 
mente geodésicas). Esto circunstancia ha tenido lugar también en 
el caso unidimensional, pero allí el mínimo de alguna trayectoria 
lleva tras sí automáticamente el hecho de que esta trayectoria es 
geodésica; empero en ol caso bidimensional del hecho do que el disco 
bidimensional D 2 sea mínimo, no se deduce en absoluto que éste 
sea completamente geodésico en un grupo abrazante. Es más. los 
únicos discos completamente geodésicos D 2 con frontera S¿ son discos 
dol conjunto W'; en otras palabras, si la aplicación / £ II¿ es un pun¬ 
to crítico para la funcional D y si, además, el disco ¡D 2 es completa¬ 
mente geodésico, tenemos / £ W. 

III. Periodicidad ortogonal desde el punto de vista de los 
problemas de variación multidimensionales. 

Un teorema análogo al teorema más arriba demostrado de la 



$ 25 . Periodicidad de Boti 


279 


periodicidad unitaria, tiene lugar también para un grupo ortogonal 
(y se llama, respectivamente, teorema de periodicidad ortogonal) 
de Bott. 

teorema 8. Se tiene un isomorfismo n¡ ( O ) Sé n ¡+9 ( O ), donde O 
es un grupo ortogonal estable: O = lim 0„; 0„ cr O n +>. son inmer¬ 
siones estándares. Además , los grupos homotópicos estables de un grupo 
ortogonal son de la forma: 

n 0 = Z¡, n,=Z 2 . n : = 0, n,=Z, n 4 =n 5 =n 8 >=0, 

M, = z, n, = n (+8 . 

Demostraremos sólo la primera parte de este resultado, adomás, 
utilizaremos de inmediato el aparato de los problemas de variación 
multidimensionales. Es que la demostración estándar del teorema 
de periodicidad ortogonal que utiliza la teoría unidimensional de 
Morse, consta de ocho pasos (por analogía con la demostración están¬ 
dar de la periodicidad unitaria de dos pasos), mientras la utilización 
de la funcional de Dirichlet definida en un espacio de aplicaciones de 
los discos octadimensionales (en vez de los bidimensionales de perio¬ 
dicidad unitaria), nos permitirá a la vez, o sea. on un paso, obtener el 
isomorfismo: n, (O) — ji (+e (O) (aunque un poco no estrictamente). 

Consideremos un espacio euclídeo Rr* de matrices reales do di¬ 
mensión p X p; el producto euclídeo escalar puedo ser escrito do la 
forma: q (A, B) = Sp (AB T ). Entonces el grupo SO¡, se sumerge 
isomótricamente en una esfera estándar S p 1 *' de radio Yp (con con¬ 
tro en el punto 0) como una subvariedad suave, en la cual una mé¬ 
trica euclídea <p (A, B) induce a una métrica bilateral invariante de 
Riemann coincidente con la forma de Killing. El álgebra de Lie so p 
del grupo SO p está sumergida en el espacio 51p 5 como un subespacío 
do las matrices X. X T = — X, y la intersección so p 0 SO p es un 
espacio compacto simétrico SOJU lp / t ), si p es par. Designamos a 
la intersección so p f) SO p por Q, (/>); entonces, os evidente que la 
variedad Q, ( p ) se compone exactamente do tales elementos g £ SOp. 
para los cuales se cumplo la igualdad g a = — E. o sea, ü, (p) coincide 
con un conjunto de las estructuras complejas en R*”. Ahora tomemos 
p = 16 r; entonces en el grupo SO, er hay ocho «estructuras complejas» 
anticonmutadoras, o sea operadores a los cuales vamos a designarlos 

por J t . J e ; J\ = — E. J a J>, + = 0. k 8. Todos 

los vectores /, (1 s ^ 8) se encuentran en el plano so le , y, en virtud 
de la condición de anticonmutatividad, todos ellos son ortogonales 
de par en par. Además, cada vector J r es ortogonal al vector E £ SO, sr , 
por eso la esfera SJ = í* £ SO, er I x — a °¿ + a l J x + . . . + a s J e ; 
(a°) a + ...■+• (o*) a — 1} es una sección plana de la esfera S q (donde 
q = 256r a — 1), pasante por el origen de las coordenadas y, por con¬ 
siguiente, completamente geodésica en la esfera S q y en el grupo 
SO te , <= S q . Claro que se cumple la igualdad SJ fl so 16r = SJ f) 
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donde 51 es un ecuador completamente geodésico, dado 
por la ecuación a° = 0. Fijemos en el grupo S0 18r una esfera com¬ 
pletamente geodésica = {x = a B E t a'J¡ + • • • + a’/,; (a 0 ) 5 + 
-j- (a 7 ) 2 =- 1}; la esfera S\ es una frontera de un disco octa- 
dimensionnl completamente geodésico D\ c= D‘ = {x 6 £J; a 8 ^ 
> 0}. Sea D B un disco octadimensional estándar en una métrica ou- 
clídea. ó’ 7 — di? 8 , i’ es una aplicación estándar de D B en una semi- 
osfora, idéntica en la frontera dD 8 , i' es la único inmersión isomé- 
trica de la semiosfera i"D B en el grupo S<? 18r , coincidentc en la es¬ 
fera i"S 7 con una inmorsión isométrica fijada S 7 —*- S]. Hagamos 
l 0 — i 1 o i”, i 0 : i? 8 5(? )8r . Consideremos el espacio Il 8 de todas 

las aplicaciones continuas /: Z) 8 — SO Hr talos, que f \ s 7 — h■ Sea 
ri; c: n 8 un snbespacio consistente en todas las aplicaciones / de 
la clase H\ (i? 8 ) del disco D B en el grupo SO ilr . Consideremos en el 
espacio 1I¿ dos funcionales: A [/I quo es una funcional del área A [/I = 
= Y del Q do y «na funcional de Dirichlct 

i* 

H 

0|/1- J [-f (• r 4. £[-j- 

Entonces A 1/1 ^ D 1/1 con cualquier / 6 

Designemos por p e a un isomorfismo estándar de los grupos ho- 
motópicos (11 8 ) n, +8 (S0 18r ). 

teorema i (Fomenko). Consideremos el grupo SO, e , y los espacios 
funcionales n a y 11, de las aplicaciones de los discos octadimenslonalés 
en un grupo ortogonal. En el espacio Hj consideramos un subconfunio 
W consistente en todos aquellos puntos ( aplicaciones ) /, en los cuales la 
funcional de Dirichlet D I/I tiene un mínimo absoluto. Entonces tene¬ 
mos que : 

a) el conjunto W eshomeomorfo a un grupo ortogonal. O r \ 

b) la inmersión i: IV n 8 induce un isomorfismo de los 

grupos homotópicos i,: n, (O r ) ji, (n e ) para s ^ r — 2; por eso 
un armazón (r — 2 )-dimensional del espacio n 8 es homo tópicamente 
equivalente a un armazón (r — 2)-dímensional del grupo O r y la com- 

W 

posición p 8 o ji, ( O ,) n„ +8 (S0 18r ) es un isomorfismo de perio¬ 

dicidad ortogonal con a < r — 2. 

demostración dec teorema. Puesto que el grupo n¡¡ (U im ) es tri¬ 
vial, entonces el espacio n 2 es conexo. Puesto que n 8 (50i 8r ) = Z s , 
el espacio II 8 es inconexo y se compone de dos componentes conexos; 
cómo será evidente más abajo de la demostración, el conjunto W 
también se compone de dos componentes conexos, al mismo tiempo 
cada componente del espacio Ü 8 contiene exactamente un componente 
del conjunto W y se contrae (cuando r oo) exactamente en est« 
componente de conexión. 
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Ahora consideroruos en el grupo SO,,,, un subconjunto íí 8 consis¬ 
tente en todas las estructuras complejas J, las cuales anticonmutan: 

con las estructuras / 2 . J 1 (véase más arriba su descripción), 

es decir que anticonmutan, de este modo, con cada punto de una 
esfera liexadimensional estándar SJ c: 5’, dada por la igualdad a° = 0. 
Así, por ejemplo, está claro que J„ £ Q a . El cálculo algebraico di¬ 
recto muestra que el espacio fi 8 so compone do dos componentes de 
conexión y, además, es horaeomorfo al grupo O,. Luego, el espacio £2 8 . 
se contiene por completo en un plano ortogonal a todos los vectores 
E, . . ., J s . Claro, que SJ f) = {Ai —-M- y P or eso |a in¬ 
tersección D J f] fíe = Ja es un punto. 

Asignemos a cada punto x £ Í2 8 una esfera completamente geodé¬ 
sica S a (x). que tiene como ecuador la esfera estándar S¡. Si x £ Q 8 , 

ontonces el vector x es ortogonal a los vectores E. J, . J 7 (x/ 6 — 

= — J a x, 1 s: s ^ 7. y el vector £ es ortogonal a todas las estruc¬ 
turas complejas). Por eso la esfera, tendida en los vectores básicos 
E. J,, . . .. x, es lina sección plana central en la esfera Si y es 
completamente geodésica en el grupo SO, 6r - Consideremos en Ja es¬ 
fera S s (x) el disco 

D* (ir) = (y £ S a <x); y = y a E + ... + yV 7 + y'x-, 

V a > 0 ). 

Entonces a cada vector x £ Í2„ le corresponde unívoco mente nn disco- 
completamente geodésico D a (x) tal, quo dD a ( x ) — SI. y si r , x 8 . 

entonces D‘ ( x,) 0 E a (x 2 ) — S¿. Lo mismo que en el caso do la pe¬ 
riodicidad unitaria, es posible definir la inmersión (el encaje) i: O, 

-*• Í2 0 -► n 8 . ya que para cualquier disco D* (x). x £ S2„, exis¬ 

te la única isometría o» (x): i': D * — D s ( x ). oí (x) t i' | si = i», 
entonces i (x) = fu (x) •> i". 

lema i«. ¡m inmersión i: O,-*- ri 8 induce un isomor/ismo de los 
grupos homotópicos hasta la dimensión r — 2. 

demostración. Sea que la aplicación /: S‘ — O, represente un 
elemento de un grupo homotópico: 1/1 £ jt, (O r ); entonces en el grupo- 
SO ur obtenemos nn conjunto [D s (x)). x £ f (S 7 ); H' 3 i (x). S’a 
que la esfera está fijada, en el grupo SO H , surge un subconjunto 
S = (J D s (x), quo define la aplicación F: S*+® -*■ SO,., tal, que 

*6/<S*> 

F \ s¡ — f (la esfera S' es un ecuador en la esfera 5 ,+s ). Ahora consi¬ 
deremos la sucesión de las esferas de dimensión nula Sj¡ = {J k , —J,, j, 
i k 7. Fijando la esfera S¡, podemos construir una correspon¬ 
dencia y,: x D‘ (x), donde e)’punto x £ Q 8 . la trayectoria D‘ (x)- 
es una geodésica minimal del punto J, al punto — J 7 . cuyo punto me¬ 
dio es x. Entonces D y (x) £ £2 ? . y existe una aplicación S’+ l — 
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—► Q 7 tal, que se tiene una correlación: 

P,S~' = u D‘(*), F 7 \ s . = f. 

*€/(S*) 

con esto, de la teoría unidimensional de Morse se deduce que la co¬ 
rrespondencia ¡ -*■ F, define el ¡soraorfismo de los grupos homotó- 

.picos Ji, (Q s ) n s+ , (il 7 ). Fijando una esfera de dimensión nula S¡, 
obtenemos la correspondencia: v« : y-* D l (y), y 6 íl 7 ; está claro, 
que existe la aplicación 

F 0 : S '* 1 — Q»; F,5 8 * ! = fl D'(y)\ F„ |s«i = /\. 

y€P,ÍS** l J 


Continuando este proceso obtenemos las correspondencias: y 7 , Ye» • • • 
• • •• Vi’ Ya» donde E = J 0 ; la aplicación F„: S’** Q 0 = SO w , 
además, la aplicación F 0 corresponde a la aplicación / para un íso- 


morfismo do periodicidad; F 0 S ,+ * = FS‘ +a , porque 

. . . o y; (x)l = 5. Por eso es posible considerar que 

¿Esto concluye la demostración del lema, ya que 
= n, +B (50, ar ). 


U <Yo 

6/(S«) 

P„ 


Vi ' 


■ P 

(n.) = 


De manera que para un subespacio i (O r ) c: n, se cumplen todas 
las afirmaciones del punto b) del teorema demostrable por nosotros. 
Queda para probar que so ha cumplido la igualdad H' = i (O r ). 
lema ii. Se cumple la relación-, i ( O r ) c lf’. 
demostración. Puesto que el disco i (x) (D B ) es una sección plana 
central, entonces la afirmación del presente lema se demuestra de lu 
misma manera que la afirmación correspondiente en el teorema sobre 
la periodicidad unitaria, es decir, so deduce de la desigualdad A 1/1 < 
< D l/l. 

lema 12 . Es Justa la relación-, i ( O r ) — W. 
demostración. Sea / 6 w. es decir que la funcional D lome en 
la aplicación / su valor mínimo. Sen í 0 : D* — D\ (véase más arriba): 
entonces, es evidente que A |f 0 l ^ D 1< U 1. Ya que A i/1 ^ D l/J = 
== D [í„! = A K 0 1. entonces lo mismo que al demostrar el correspon¬ 
diente loma de periodicidad unitaria, se determina que el disco 
j (Ó 8 ) es una sección plana central, que contiene la esfera S\ en ca¬ 
lidad de frontera. Sea i 6 / (O*) y el vector x sea ortogonal a todos 

los vectores E. J, .entonces tenemos: x = y (-|-). donde Y 

es una geodésica en el disco / (D 8 ). v (0) = E. y (1) = — E. La lon¬ 
gitud L (y) es igual a L (y), donde la geodésica y' se contieno en el 

disco / (¿> 8 ) y es tal, que y' (0) = E • Y'í 1 ) ” ~ E < y' (y) = J i- 
Por eso y es una geodésica minimal del punto E al punto — E en el 
grupo SO Kr . De aquí tenemos: x = y (y) 6 Oí» es decir, x* = —Él 
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Puesto que el vector x es ortogonal a todos los vectores J, (1 ^ 
< s < 7). entonces + J ») € Í2,, o sea, -j( x + •*«)* = ~ E - 

Por consiguiente, xj, + J,x = 0, o sea.x g Q g . Por eso / g i ( O r ) 
puesto que / (O 8 ) = D e (x). El lema queda demostrado. De esta ma¬ 
nera, está concluida la demostración de la periodicidad ortogonal 
aunque no rigurosamente, sin recurrir ala teoría «unidimensional» 
de Morse. 

Claro que se tiene un teorema completamente análogo también 
•en el caso de un grupo simpléctico Sp„ Omitimos las formulaciones 
y demostración dojándolas al lector como un ejercicio útil en la téc¬ 
nica de los problemas do variación multidimensiouales. 

problema i. Demostrar que se tienen las siguientes equivalencias 
homotópicas: a) DSp = QQQ SO; b) DO = ÍISIQ Sp utilizando el 
mismo método. Obtener de estas igualdades los ocho primeros grupos 
homotópicos: Z,, Z 2 , 0. Z. 0, 0, 0, Z. 

En el caso d> la periodicidad unitaria hemos tenido la siguiente 
afirmación ÚUI: el conjunto i (L r m ) cr n„ es una órbita del punto 
¿o € fl 2 con la acción adjunta del grupo G cr U ant . donde G es U m , 
en un conjunto do aplicaciones 11 2 . En el caso de la periodicidad or¬ 
togonal la afirmación análoga os justa para i ( O ,). aunque no hemos 
utilizado este hecho al demostrar el teorema. 

afirmación i. El conjunto W — i (O,) sumergido ( encojado) en el 
espacio n„ es una órbita del punto i„ c: 17 8 con la acción adjunta del 
grupo G cr SO ut en el conjunto de todas las aplicaciones 11., donde 
G = J g íí 8 ~ O r . 

demostración. Basta con probar que para cualquier disco comple¬ 
tamente geodésico D* (x), donde x g £i g hay un elemento g g SO, er 
tal, quo se cumplen Jas igualdades: gj, - J& (1 sj s 7) y gxg~ l = 
=■- J s . Consideremos g g 50,,,. gj, = J,g (1 s ^ 7); entonces 
gOsg-' c: ñ g y (gDSg-*) D « 8 = os decir. gO» (x) g~ l = 

= D a (gxg- 1 ). Sea It el subgrupo de todos los plómenlos g g SO ler 
tales, que gj, = J s g (l<ss_; 7). y sea p (g) =• gj »gr l una proyec¬ 
ción natural p: H —tí 8 . Consideremos en el grupo ,SO tB r un despla¬ 
zamiento Sean g g fí. g — exp .4, A g T F _H. Puesto que 

gj, = J,g, luego AJ, — J,A. Entonces es fácil ver que J s g nnti- 
conmuta con J, (1 s; s 7). es decir, J s g g Q s . J,R cr £2„. Y vi¬ 
ceversa, sea J 8 exp A g £3„; entonces AJ, = J,A (1 sg s 7). o 
bien gj, J,g, donde g — exp.4 (o sea. g g R, J H R n Q e ). De 
aquí obtenemos: £í s = J„R. Por eso la proyección pos un difeomor- 
fismo y para cualquier x g Q„ hay un elemento g g R tal, que x = 
— gJ*g~ l - La proposición queda demostrada. 

conclusión Se deduce de los teoremas más arriba demostrados, 
que el mecanismo del surgimiento de la periodicidad unitaria, lo 
mismo quo la ortogonal, esel mismo y el resultado dciinitivo depende 
del hecho de en qué espacio consideramos una funcional multidi- 
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mensional de Dirichlet; en el cuso de! espacio de las aplicaciones do 
los discos bi dimensionales obtenemos la periodicidad unitaria, y en 
el coso del espacio de aplicaciones de los discos octadimonsiotmles, 
la ortogonal. 

Sería interesante obtener una demostración di reo la de estos dos 
teoremas, la cual no utiliza alguna información relacionada con las 
funcionóles unidimensionales de acción y longitud. La demostración 
directa so deduciría inmediatamente del herbó de la contractilidad 
de un armazón (2m)-d¡mcns¡onnl del espacio Jl a (respectivamente, 
do un armazón (r — 2)-dimensional del espacio !l s ) en el subespacio 
i (('„,) (respectivamente, t (O,)), que es el conjunto de los plintos del 
mínimo absoluto de la funcional de Dirichlet. Exaclamonle el teo¬ 
rema respectivo de la contractilidad para una funcional de acción 
(véase la teoría clásica de Morse en un espacio de bucles) permite rea¬ 
lizar el paso: jti-, (Cjfn,,*,) fe n¿_, (TI,)- Aún no existe minguna afir¬ 
mación análoga para los problemas de variación muí ti dimensionales. 
Esto está ligado con las dificultades que surgen con estudiar los pro¬ 
blemas miiltidimensionnles do atipo de Platean», mando una funcio¬ 
nal imiltidimcnsionnl puede degenerarse en ciertos subconjuntos de 
medida positiva, que se contienen en snbvariedades oxtrenniles. 


§ 26. Tcoria de Morse y algunos movimientos en el problema 
plano de n cuerpos 

Líu este parágrafo examinaremos algunos movimientos del pro¬ 
blema plano de n cuerpos. Como se sabe, es posible considerar en una 
primera aproximación que los pianolas reales del sistema solar se 
mueven en un plano llamado plano de la eclíptica. El centro de las 
masas do lodo este sistema os posible considerarlo con elevado grado 
de exactitud coincídente con la posición del Sol. El movimiento do) 
sistema está dirigido por el potencial de Xewton conforme u las leyes 
de la mecánica clásica. Como siempre, el movimiento de) sistema se 
determina con los dados iniciales: hay que definir las posiciones de 
las masas gravitantes y sus velacidades en un momento inicial del 
tiempo. Es bien conocido que las soluciones genéralos do este sistema 
son muy complicadas (por ejemplo, según el teorema clásico de Brutls 
— Poincaré. el sistema no admite integrales analíticas de movi¬ 
miento sobrantes). 

Sin embargo, a pesar de la complejidad del problema general, 
es posible destacar algunas subclases naturales en la multitud de 
todas los soluciones que admiten una descripción bastante simple. 
Una de estas subclases es así llamadas «soluciones del sólido», o sea, 
tales soluciones particulares, con las cuales el movimiento de todo 
el sistema de tos cuerpos se representa como un giro simultáneo, de 
todas las masas del sistema en el mismo ángulo en el plano de la ec.líp- 
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tica. En otras palabras, todo el sistema como un sólido gira en torno 
i su centro de masas; en este caso particular no se cambian las posi¬ 
ciones mutuas de todos los cuerpos del sistema y no dependen del 
tiompo. A Lales soluciones periódicas so las llaman a veces en la lite¬ 
ratura especializada «trayectorias circulares». Un hecho notable es 
la circunstancia do que la descripción de tales «soluciones del sólido» 
del problema de n cuerpos se reduce a la descripción de los puntos 
críticos de cierta función de Morsa. adornas, la información topológica 
relacionada naturalmente con las funciones de Morse sobre las varie¬ 
dades suaves (véase más arriba), permite hacer importantes declara¬ 
ciones cualitativas sobre la estructura geométrica de estas soluciones 
circulares. Por ejemplo, es muy interesante el problema: cuál es la 
configuración formada en un plano bidimonsional por n cuerpos del 
sistema movientes en correspondencia con la «solución de sólido» 
del sistema. Está claro que no toda configuración ni mucho menos 
de n puntos sobre un plano puedo generar las trayectorias circularos 
del sistema. Como resulta, tales configuraciones singulares se deter¬ 
minan con un juego do las masas de los cuerpos del sistema y en el 
caso, cuando todas las masas, salvo una, son iguales, se definen con 
ciertos grupos discretos de simetrías. 

A talos configuraciones se las llaman a veces equilibrios relativos 
dol sistoma. 

Ahora pasemos a plantear el problema exactamente. El probloma 
plano de n cuerpos de la mecánica celeste se determina completamente 
con un juego de n números reales positivos m,. in.¡. . . ., »«„. Vamos 
a considerar, que todos los n cuerpos se representan con n puntos de 
un plano bidimensional euclideo. Sea que el origen de las coordena¬ 
das, el punto 0, coincida con el centro de las masas del sistema de n 
cuerpos. Demos la posición do cada j-ésimo punto en un plano con 
una coordenada compleja z¡ = x¡ 4- ly¡\ puesto que 0 es un centro 

n 

de las masas del sistema, tenemos una relación: nía, — 0. Do tal 

i -1 

manera, un espacio configurado dol sistema es un subespaclo lineal 
Ai*" — 2 (hipcrplano complejo) en un espacio euclideo C" = R a ”: 

/t/*.-*« {(*..*„) € g «/*/ = 0 } . 

Un espacio de fase del sistema es un espacio fibrado tangente T.Xf = 
— M X. M (producto directo). 

La energía cinética del sistema K es definida por la fórmula 

n 

K (v) — -y- S 

«=1 
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n 

donde i> es un vector de velocidad, 2 rn,v, — 0, |i/,| es la longitud 

i=»1 

euclídea del vector en el plano R 2 . R 2 ” = R* x ... X R 2 (r veces). 

Consideremos en un espacio configurado del sistema un subcon¬ 
junto singular consistente en un juego de los hiperplanos «bisectores*, 
precisamente: 

.z„)€C n |z i = z ; ); A=U V 

La energía potencial del sistema se da como una función en un espacio 
configurado A, donde 


V'(z-|.-ín) = 



mj/ii j 

i *(—*j i ■ 


De manera que las ecuaciones clásicas de Newlon definen un campo 
vectorial X en un espacio filmado cotangente T = T (A/\A). El 
espacio configurado del sistema es (A/N, A), y ol espacio de fase es 
T* (A/N,A). 

La energía completa E: T —► R' so defino por la fórmula: E — 
— A' + V. Tenemos en las coordenados (z. (,•): E (z. v) = K (y) + 
-f- V (z); la función E (z, v) definida en T * (A/\ A) es la primera in¬ 
tegral del flujo X, es decir, la función E (z, v) es constante en cada 
trayectoria integral (z (í). o (<)) del sistema X. A la par con est’a 
integral el sistema X admito una intogral más (no dependiente fuii- 
cionalmente do la intogral E en los puntos de la posición genera) 
en T (A/\A)) que es un momento de impulso designado por / y 
definido por la fórmula: 

TI 

J (z, i>)*= 2 m, (z, A v,], 
t—t 


donde por lz¡ /\ uj está designado un producto vectorial (o un pro¬ 
ducto exterior de dos 1-formas): 


z',v\ — z’u¡, donde z, = (z},z?); v, = (o\, o?) 


son coordenadas cartesianas de los vectores z ( y v¡ en un plano lí*. 

Consideremos en R ! una acción estándar de un grupo G = S* 
(giros en torno al centro de masas): entonces esta acción genera una 
acción por coordenadas evidente en M cz R* 1 * = R 2 X . . . X R 5 
(n veces) también en un espacio fibra do tangente TM. Con esto «p 
grupo G conserva (transforma en sí) los planos «bisectores» A ( ; ~- 
= (zj = zj); por consiguiente, el grupo G queda invariantes a MI A. 
T (Af\A), K. J . V, E, X. De tal modo, ol flujo X determina natu¬ 
ralmente un sistema dinámico en un espacio cociente: T (A/\ A)/G = 
= T ((A/N. A)/G). Ya que es posible factorizar por acción los grupos 
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de alargamiento z —*- %z en C"i eatonces t definitivamente, podemos 

reducir el sistema a un sistema en T (C.P" -1 \A), donde A es uiv 
factor A por dos acciones más arriba mencionadas de los grupos: 
de rotaciones y de alargamientos. Esta factorización la utilizaremos 
más tarde, y ahora volvamos a un sistema inicial en T (iV/X A). 

La existencia de dos integrales E y / permite definir una aplica¬ 
ción /:/-»- R 2 = R l X R 1 por la fórmula: 1 (|) = (E (?). J (?» 6 
6 R a . donde 1 = (z. v) £ T (d/\A) = T. La aplicación 1 : 3" R* 
es suave; consideremos un espacio fibrado de la variedad T en la* 
preimágenes í c , p => 7 -1 (c. p ). donde (c, p) £ R 1 ; E (?) =- c. J (1) — 
= p. Las preimágenes J e¡p son (para casi todos los puntos (c, p) £ 
£ R 2 ) subvariedades suaves de codimensión 2 en la variedad T = 
= T (3l/\ A). Está claro de la definición do /. que todas las superfi¬ 
cies I c , p son superficies comunes de nivel de dos integrales: E y f 
y tienen (en los puntos de la posición general) una dimensión 4ra — 
— 4 — 2 = 4n — 0. ya que dim T = 4 n — 4. 

lema i Las variedades I c ¡ , son invariantes respecto a la acción 
del grupo G = S l y respecto al jlulo X. 

La demostración se deduce inmediatamente do la descripción 
de la acción do S l en C"\A y en T (C"\A). 

Puesto que I e¡p (o sea, la superficie do energía constante E •= 
= c y del momento de impulso J ■= p) es invariante con la acción- 
de S 1 , entonces está definido correctamente un espacio cociente 

7 C , P = i'.p /s*. 

Uno do los problemas resolubles en los límites de la mecánica ce¬ 
lesta clásica consisto en dar una descripción do la estructura topoló- 
gica de las superficies 1 c , p e í c , p . Ahora vamos a considerar trayec¬ 
torias circulares en el problema de n cuerpos. 

Sean fijadas las masas m,, . . m n ; entonces la configuración 

z = (z,.z„) (que es dada con las posiciones de los puntos- 

z,, . . ., z n , donde = 0) se llama equilibrio relativo (el con¬ 

junto do tales configuraciones se designa por R c ). si la acción están¬ 
dar do S ¡ en R* (y, por consiguiente, en C") induce el movimiento 
z (i) = (z, (i), .... z„ (í)), que satisface las ecuaciones del movi¬ 
miento de Newton. En otras palabras, cada punto z, circunscribe 
una circunferencia z¡ (t), conservando ron esto las posiciones recípro¬ 
cos de los puntos z,, . . z„. 

El conjunto It e cr M \ A, evidentemente, es invariante respecto- 
a la acción de S 1 y la multiplicación por un escalar (o sea, respecto a 
la transformación z Xz. >. =¿= 0), por eso está definido correcta¬ 
mente un conjunto <t> n de las clases de equivalencia en R„ (dos confi¬ 
guraciones z y z’ se consideran equivalentes, si es posible hacer coin¬ 
cidirías mediante un giro ortogonal y la multiplicación por un es¬ 
calar). 
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Desidia que con pequeños n ol conjunto <!>„ puede ser descrito 
efectivamente (véase esto más abajo). 

Altura pasemos a describir los equilibrios relativos por puntos 
críticos de una función V (potencial). 

Consideremos en M cz €" -- R 2 " un producto escalar < , ), 
que se da con una forma simétrica K ($. q) = 2 m i t'l' c ' s la ener¬ 
gía cinética del sistema); designemos por Sk = •Sx 1- ' a 11 na esfera 
unidad on M respecto a este producto escalar ( . ): S K — { z € 
£ .l/|A'(z, 2 ) = 1). Coa esto utilizamos el hecho do que M es iso- 
mélriea a cada espacio tangente suyo (utilizamos el hecho do quo 
A/\A es un dominio 2n-dimensional en un espacio lineal R 2 "). 
Por S,,.\A designemos a un complemento en S K a los planos hi- 
sectoresA.es decir. S K \A = 5 K \(5 K f) A). Notemos, que os posiblo 
descrihir los superficies de nivel I c ,,i en términos de las variedades 
S„\A. En efecto, consideremos para un ejemplo un caso particular; 
el movimiento del sistema por la superficie de nivel 7 C , 0 . que licite 
valor nulo del momento de cantidad de movimiento. Si J (z. v) — 0. 
tenemos; Zm, \z , A '-¡I = ¿'«i — 4<’J) = 0. De aquí se deduce 

la siguiente afirmación geométrica. 

wiorosictox i (Smalo). En el problema plano de n cuerpos con las 
masas m,.m„ el movimiento de un sistema dinámico con un mo¬ 

mento nulo de impulso es rcalizudo por una superficie de nivel de dos 
primeras integrales E --= c = coust, J = p = 0. es decir, por una 
superficie integral / c .„. donde la superficie l r „ tiene la siguiente es¬ 
tructura topológlcu: 

o) si la energía E = c es no negativa, entonces I Cl0 es difeomorfa a 
un producto directo S 2 "- 1 X (S K -\A) X R‘; la dimensión de / 0>0 
■es igual a (2n — 4) + (2 n — 2 — 1) (-1=4» — 6; 

b) si la energía E — c es negativa, entonces la superficie ./ c , 0 es 
difeomorfa a un producto directo R 2 " -2 X (S K \A): la dimensión 
de es igual a ((2 n — 3) -r (2n — 2 — 1) = 4n — 0. 

Las superficies í CtP correspondientes a los valores constantes de 
energía y de momento (ya con valores arbitrarios de c y p). también 
pueden ser descritas bastante simplemente on los términos de algunos 
espacios librados de Riomann sobre el espacio 5 /f \A. Puesto que la 
■estructura topológica de í r , v no será utilizada on las siguientes cons- 
-trucciones, omitimos esa descripción. 

Ahora formularemos un teorema básico del presente parágrafo. 
teorema t (Smale). Sea dado un fuego arbitrario de las masas 

. .ra„ que define el problema plano de n cuerpos. Consideremos 

una variedad S K : {K (z) = 1): dim S K -= 2» — 3, y consideremos 
sobre la variedad S K \\ una función suave K s que es una restricción 
en .S K \A cr JI/’sA del potencial V dado en M\i; sea el punto zg 
<: A/\A tal, que K (z) = 1, o sea. es posible considerar, que z £ S K \A. 
Entonces el punto z (configuración de n cuerpos) es un equilibrio reía- 
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Iwo. si, y sólo si, z es un punto crítico para la /unción l s en 
Puesto que los equilibrios relateros z y z' — Xz los consideremos equiva¬ 
lentes. entonces en cada clase de <1>„ se tiene sin jalta un punto z tal, 
que K (z) ~ 1, por eso los puntos críticos de la ¡unción V s en la variedad 
describen todo <1>„. es decir las clases de los equilibrios relativos 
equivalentes. 

La demostración de este teorema será dada más abajo. Ahora 
presentemos (sin demostración) algunos resultados de un carácter 
clasificatorio sobre las clases de los equilibrios relativos equivalentes. 

En el caso del problema de dos cuerpos (n -= 2) so tiene sólo una 
clase do los equilibrios relativos equivalentes. Para tros cuerpos (n = 
=3) se tienen cincoclases de los equilibrios relativos equivaleutcs. Dos 
clases se distinguen una de oirá por la orientación y se representan geo¬ 
métricamente por los vértices de un triángulo oquilátero (llamado caso 
de Lagrange). Otras tres clases están formadas con los llamados equi¬ 
librios relativos colineales (caso de Eulor). Esto significa que todos 
tries puntos z¡, z.,. z :i so encuentran en una misma recta, y hay tres 
diferentes métodos de la posii lón de los puntos z 2 , s a en la recta, 
los cuales satisfacen las ecuaciones de movimiento de Nowtoii. 

L n problema no solucionado: ¿es finito el conjunto U>„ (es decir, 

conjunto do clases diferentes de equilibrios relativos equivalentes) 

para cualquier juego do masas m, .#»„? En todos los ejemplos 

conocidos (examinados hasta el fin) el conjunto <b„ os finito. 

Pasemos a do utos liar el teorema básico. Este es un corolario de 
un resollado general de la teoría do los sistemas de ITnimllon. 

Sea -1/ —variedad suave— no espacio configurado de cierto sis- 
toma mecánico, sea T - TV un espacio de fase del sistema; la energía 
cinética K es posible interpretarla como una métrica de Rictnaim 
sobre la variedad .1/. es decir, es posible comprender la forma K t 
como un producto escalar en un espacio tangente 7 \M. La energía 
completa E la escribamos de la forma E — K + V. Considerando 
dadas todas las magnitudes arriba definidas, podemos con ayuda de 
las ecuaciones de iUmilton (o de Lagrange) determinar las ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias en un espacio fibrado tangente (o cotan¬ 
gente). es decir, un campo vectorial suave en T = TV. Estas mis¬ 
mas ecuaciones se pueden interpretar como ecuaciones diferenciales de 
sogundo orden en la variedad M (véase [II. p. I. cap. 5). 

Ahora supongamos que este sistema do Lagrange tiene cierto gru¬ 
po configurado de simetrías. Esto significa que en ia variedad M 
ncl. a suavemente cierto grupo de Lie G que ronsorva la métrica de 
Riemanu K y la energía potencial V (dada «casi por doquier» en la 
variedad M). En otras palabras, C es un subgrupo de un grupo de 
isometrías do la métrica de ltiemann A"; las condiciones acriba des¬ 
critas. significan que el grupo G conserva también un respectivo sis¬ 
tema de Hamilton (engendrado por K. V ). En particular, el poten¬ 
cial T - es constante en las órbitas del grupo G. 

19-01126 
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AFIRMACION I. Sean : M, K. V. G. un sistema mecánico con el grupo 
de simetrías G; M. un espacio configurado', K, la energía cinética (ella 
es una métrica de Riemann)', V. un potencial en A/\A, donde vol (A) = 
= 0; K y V son invariantes respecto a G. Sea X £ g, donde g es un 
álgebra de Lie del grupo G. Al elemento X es posible interpretarlo como 
un campo vectorial suave X sobre la variedad .1/; designemos por i|>t 
las trayectorias integrales del flujo X. es decir, las soluciones del siste¬ 
ma z = X ( 2 ). Designamos con las trayectorias integrales de un es¬ 
quema mecánico inicial, es decir, las soluciones en la variedad M de una 
ecuación de segundo orden, definida por la energía completa E = K + V. 
Entonces la solución de i|', (z) coincide con la solución de cp, (z) (o sea, 
para lodo t: ij', (z) = q., (z)) Si y sólo si, el punto inicial z es un punto 
crítico de una función f sobre la variedad M. Ia cual es dada por la fór¬ 
mula f {z) - V (z) - K (X (z)). Para V ^ 0 obtenemos la descrip¬ 
ción de aquellas geodésicas (de la métrica K), las cuales coinciden con 
las órbitas de la acción de cierto subgrupo unlparamétrlco de un grupo 
de isome trias. 

La demostración de este hecho se deduce clementalmonto del 
hecho de que nuestra condición es simplemente la condición do tan¬ 
gencia de un flujo de Hnmilton en T (¿V/) con el flujo X levantado 
en T (A/). Ahora mostremos cómo so deduce de aquí ol teorema fun¬ 
damental de este parágrafo. 

A la par con la función V en .1/ consideremos una función nueva 
V„ definida en el conjunto .1/\A y dnda por la fórmula V v (z) = 
= V (z) + p':4K (z), donde /> es un momento de impulso. 

Hemos introducido más arriba ei espacio S¡e — {X (z) — 1); 
de la definición de Af se deduce que Afs.0 es difeomorfa a R+ X Sg. 
donde como T1+ so designa un semieje real positivo; ol difeoniorfismo 
buscado f: Af\0 - se da por la fórmula: 

/ ( 2 ) = (/*£); z! Y TCjI))-, YlC(z 5eR\ zlVK(¿)(:S K . 

Es evidente que la restricción de la aplicación / en el espacio M\b 
transforma a ¡W\A difeomorfamente en R* X (5 K \A). Conside¬ 
remos la función V s en 5 K \A como la restricción del potencial y 
en una subvariedad S K \A cr ,1/\A; sea o (d) la designación del 
conjunto do los puntos críticos de una aplicación d. 

Demostremos las dos relaciones siguientes: 

A. o(K.)«{(í, *)€(M\A)«R*X(S K \A)|a:ea(y s ), 

1= - P V 2V(*)> 

donde IR*, A, i = (t, x). 

B. o (V —K (X)) = {z = (í, i)e(AfxA)« R* ^(5 K \A)|xeo(y 9 ), 

t=y -V(x)!2K(X)\, 
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Notemos que so cumplen las siguientes igualdades evidentes: 
K (z) = t* (véase la representación del punto z en forma (I, x)). 
V (z) = V (í, x) = V (x)/Z (véase la fórmula explícita para el po¬ 
tencial V (z) en el problema plano do n cuerpos). Demostremos la 
relación A. 

El punto z=(t, x) es crítico para la función V 
son iguales a cero los derivadas parciales: d t V v 

(donde = d x =. De aquí obtenemos: 

iv M 


p si, y sólo si, 
0 , d x V p = 0 


J,»'„<<■ (7 W + J iL).., (X&-+-&) 


V(x) 


pt 


es decir, tenemos: 
obtenemos: 


i* - 2í* 

— p 2 /2V (x). Luego, calculando d x V p (t, x), 


d * V P (*) —f i»,V <x)) + d x [^) -.= ±. 0 X V(i). 

Así. grad V p (/, x) = 0 sí, y sólo si, d x V (x) = 0 y / = —pV 21’ (*), 
lo que demuestra la igualdad A. 

Demostremos la relación B. Claro que 

(V - K <*)) (z) = V (t, x) — K (X (I. x)); 
de aquí obtenemos: 

d, [V (t, x)—K (X (t . x))| = d, t*K (i. x))] » 

= - 2tK(X(x)) = 0, dondo X (x) — X{(1, x). 

Puesto que t £ (R + , o sea, t > 0, do aquí se deduce que: 

_ V 


2K (X (x)> • 

Luego calculando ¿l„ (V — K (X)) (f. x), obtenemos: 

[ ^r 1 - tlK < x <*»] - r <*) -(X (*))] = 0. 

Puesto quo el campo vectorial X está engendrado por un elemento A' 
del álgebra do Lie de un grupo de isometrías, entonces el campo X 
conserva (con exactitud de un multiplicador escalar) una métrica 
de Ricmann K. De aquí se deduce que d x (K {X (x)) = 0. Así, defi¬ 
nitivamente, d x V (x) = 0. 

La condición: grad (V — K (X )) (t. x) = 0 se cumple si. y sólo 
s !’ ?. = — V (x)/2 K (X (x)); 0 X (V (x)) = 0. La última condición 
significa, que grad, V (x) = 0. donde V (x) = F s (x) os una res¬ 
tricción del potential V de la variedad Af\A en la subvariedad S K \ A, 
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Así. ambas igualdades A y B quedan demostradas. 

Demostración del teorema 1. Sean z = (t. x) y K (z) — i. En¬ 
tonces el punto z es, en virtud de la afirmación 1. un punto, por el 
cual pasa la órbita de cierto subgrupo uniparamétrico do un grupo de 
isometrías coincidiente con una trayectoria integral del sistema di¬ 
námico, sólo en el caso cuando el puulo z os crítico para la función 
V (z) — K' (X (z)). En virtud do la igualdad B. el conjunto de los 
puntos críticos de la función V — K (X) (donde K(z) = 1) coincide 
con el conjunto do los puntos críticos de la función E s en A. 
Poro los puntos críticos descritos en la afirmación 1 engendran ór¬ 
bitas que pasan por ellos (circunferencias) de los grupos uniparamé- 
tricos de isometrías. En el caso del problema plano de n cuerpos estas 
órbitas siondo Irayectorias integrales del sisLema dinámico dan un 
conjunto de posiciones de equilibrio relativo del sistema. Reuniendo 
por último toda la información obtenida, vemos que el punto a 6 
£ V/N.A, K (z) — f. es un equilibrio relativo si, y sólo si. es un punto 
crítico de restricción V a en S K \á del potencial K. A-sí queda 
demostrado completamente ol teorema 1. 

Ahora podemos pasar a examinar una clase especial de los equi¬ 
librios relativas, los llamados equilibrios relativos colinoales, es 
decir, talos que lodos los n cuerpos se encuentran on ol plano en una 
recta. Calcularemos el número exacto de tales posiciones espaciales 
do equilibrio para un « arbitrario, utilizando la información obtenida 
más arriba sobre los puntos críticos de la energía potencial. 

TKoniiMA a (Mullton). Para cualquier juego dado de masas . 

. . ., m„ en el problema plano de n cuerpos, siempre hay exactamente 
n\/2 clases de equilibrios retalíeos colineales del sistema, es decir, hay 
nV2 clases de equilibrio relativo cuando iodos los puntos z¡ (que dan las 
posiciones a los cuerpos del sistema) se encuentran en una misma recta 
que pasa por el centro de las masas, y en el proceso del movimiento esta 
recta gira, en torno al centro de las masas (origen do las coordenadas); 
con esto, cada punto circunscribe una trayectoria circular (circun¬ 
ferencia con centro en el origen de las coordenadas). 

Sea que en un plano del sistema 31* se escoge una recta l. Ella 
define unívocamente el subconjunto cr M de aquellos puntos 

z = ( Z( .z„), para los cuales todas las coordenadas z, pertenecen 

a la recta l. Lo mismo que antes, destaquemos un subconjunto á 
de planos biseclores y construyamos los siguientes subconjuntos: 
S, = Sk fl Mi, S,\A = 5,N.(5, D A)- Consideremos la acoi ód ch¬ 
una circunferencia S l en un conjunto S K ; es evidente que el conjunto 
S, queda en su sitio sólo con girar el plano en un ángulo n. Por con¬ 
siguiente, en el conjunto S¡ actúa de modo natural un grupo de se¬ 
gundo orden Consideremos el espacio cociente S,H~. donde I 
es una reota fijada anteriormente en un plano bidimensional. Va 
que la fijación de tal recta define unívocamente en cada recta com¬ 
pleja (o sea. en el plano real bidimensional) en C"' 1 . que pasa por 
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el origen de las coordenadas, cierta recta real, entonces el conjunto 
de todas estas rectas reales (surgidas al considerar todas las rectas 
complejas) se identifica de manera natural con un espacio real pro- 
yectivo, que da el siguiente difeoraorfismo: S,/Z 2 - En 

este caso, es posible considerar la inmersión más arriba descrita de 
cada recta real en una correspondiente recta compleja como la «com- 
plejificación» de esta recta real, es decir, la'inmersión S¡/X 2 — 
= "ÍP"~ 2 -*• C P n ~ z , surgida al pasar de la recta l al plano R 2 , 
coincide con una inmersión estándar de un espacio real proyectivo 
en un espacio complejo proyectivo. Consiguientemente. surge una 

inmersión inducida RP n - 2 \(A f) RP" -2 ) -»■ CP”- 2 X.A. Conside¬ 
remos en CP"~ 2 \ A una función suave V:CP n - a 'v A IR 1 inducida 

por un potencial V: A/N.A—»-R l , donde A = A/5 1 . 

lema 2 El número de clases de equilibrio relativo es igual exacta¬ 
mente al número de puntos críticos de una junción suave V: CP” -2 \ 
\A — IR 1 . 

demostración. De la definición de clase (véase más arriba), se 
deduce que cada clase délos equilibrios relativos es definida unívo¬ 
camente por un equilibrio relativo normalizado contenido en ello, 
y estas posiciones en virtud del teorema 1. corresponden unívocamente 
a los puntos críticos de la función V. Con eso, utilizamos el hecho do 
que al girar un plano bidimensional, el equilibrio relativo pasa una 
voz más a ser equilibrio relativo, o seo, las transformaciones orto¬ 
gonales transforman la clase de tales equilibrios en sí misma. 

afirmación 2 (Smalc). Las clases de equilibrios relativos col incales 
están en una correspondencia blunivoca con los punios de la junción 

ese es* 

suave V: C-P n “ a \A -*• fft 1 , Los cuales se encuentran en una subva ríe- 

dad R (P"-* \AnRí , "" 2 )cr CP”- 2 *sA tr CP" -2 (la inmersión 
(encaje) estándar ha sido descrita más arriba). 

demostración. Si el equilibrio relativo (es decir. Ja configuración) 

dado por un juego de números z = (z,.z„) es colincal, entonces 

todos esos números complejos se encuentran en una misma recta, 
y mediante una transformación ortogonal de un plano bidimensional 
es posible trasladarlos a todos a una recta destacada (y fijada) l £ 
€ R 2 = C 1 . Con eso, por un lado, no hemos salido de los limites 
de la clase de los equilibrios relativos colineales y, por otro lado, re¬ 
sultamos estar en un punto crítico do restricción de la energía poten¬ 
cial en una subvariedad real IR/ >n - 2 \(A f) RP" -2 ). sumergida do 
una manera estándar en CP" -! \A. La afirmación queda demostrada. 

De este modo, para describir equilibrios colineales basta con des¬ 
cribir lodos aquellos puntos críticos del potencial, que se encuentran 
en una subvariodad real, o sea. en un subespacio real proyectivo. 
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Para describir tales puntos es conveniente examinar todos los puntos 
críticos de restricción del potencial en esta subvariedad real. En el 
caso general, claro, el punto crítico de restricción de la función en la 
subvariedad de ningún modo tiene que ser también un punto crítico 
do la misma función en toda la variedad abrazante (lo inverso, claro 
está, es justo). Sin embargo, como ahora vamos a demostrar, en el 
caso concreto dado hay una correspondencia biunfvoca entre los 
puntos críticos de restricción del poloncial en un subespaeio real y 
los puntos críticos de un potencial «completo» encontrados en este 
subespaeio roal. „ 

AFIRMACION 3. SI Z £ RP"" 2 \ (A fl RP"' 2 ) tlli pUIltO CHUCO 

de restricción del potencial V en la subvarledad RP w \ (A fl RT 3 '' -2 ) cz 
<— fpn-sx^jí, entonces este punto z es crítico también para un potencial 
«completo » 1~: CP"~ a \A -*■ IR 1 . 

demostración Consideremos las masas fijadas m,, ... m n y 
un potencial V (r) = —| z, — z, |. Entonces se tienen las 

siguientes íónnulas:^l) la primera diferencial de la función V es 
igual a 

dV (*)(íi)«■ 2 <-i — v t— v l>< 

i+j 

donde v 6 2) la segunda diferencial de la función V es de forma 

(=) (*-• “•) = -2 

— (V, — Vj, w l — u>j)'j « 0 . 

donde o. w £ M Aquí por < . > se designa un producto euclídeo es¬ 
calar de los vectores en un plano R*; 3) la segunda diferencial de la 
contracción de la función V en Sk\A es igual a 

dH'|,s K \A) (*) (", u>) = Q, ("• “••) + y ( 2 ) K (o- “')• 

Aquí con K se designa la energía cinético del sistema, considerada 
como un producto escalar, definible por las masas dadas m t , . ■ m n 
Todas esas fórmulas se obtienen por el cálculo directo, consistente 
en la diferenciación sucesiva en las coordenadas locales cartesianas, 
por eso omitimos los detalles, dejando la verificación de las fórmulas 
indicadas al lector. .... ■ r ¡ 

Para cualquier v¡ £ R 5 hacemos v¡ — (t'i; t'í). donde u, £ l y 
u; £ en el plano R s . Entonces es posible escribir para el vector v 
la descomposición: v = ((/. v"), donde o - (uj. . . ., u„). La des¬ 
composición dada tiene lugar para cualquier vector v £ M. Si z £ 
£ S t cz S K , z£ á, entonces T¡S K = {t* € T¡S¡ = {» f 
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6 M¡\ v' _L z), donde en la variedad M se fija el producto escalar K, 
definible por las masas dadas de los puntos del sistema. Si *» 6 T z S k 
y v = (v , v ), entonces v' £ T Z S¡, puesto que K (v, z) — K (t>', z). 
De las fórmulas 1)—3) arriba obtenidas se deduce, que si z 6 A. 
v 6 T Z S K , luego dV ( z) (i>) = dV (z) (o'). Pero entonces, de la igual* 
dad dV (z) (i>') = 0. obtenemos que dV (z) (v) = 0. Esta última 
igualdad demuestra nuestra afirmación. 

lema 3. La variedad RP"~ 2 \(A f) RP”" 2 ) tiene nM 2 componentes 
de conexión lineal. 

demostración Esta afirmación geométrica se deduce de la de¬ 
finición de los planos biseclores. En efecto, fijemos el punto z = 
= (z,, . . z„) € iSj'xA y consideremos que z, < . . . < z„, z, £ R 

<con esto, utilizamos el hecho de que entre estas coordenadas no hay 
ningún par de números coincidentes). Ahora, sea dada una permuta¬ 
ción arbitraria o = (t,, . . . i„) de ios números (1, 2. n). 

Aplicando esta permutación a las coordenadas del vector inicial z 
lo pasamos a otro componente de la conexión lineal, por supuesto, 
definible unívocamente por la permutación dada íya que para todos 
los vectores pertenecientes a un componente de conexión, la ordena¬ 
ción do las coordenadas del vector por su magnitud es la misma y se 
define por la permutación dada). De manera que el conjunto .9,\A 
se compone de n! componentes de conexión, por consiguiente, el 

espacio cociente RP"‘ s 'n(A f) RP"" S ) consta en n /2 componentes. 
El loma queda demostrado. 

lema f Si el punto z 6 RP B-, \(A fl R es un punto crítico 
de restricción del potencial V en IRP n_2 \(A f| RP"" 2 ). entonces el 
punto z es un máximo no degenerado. 

o «mosto ACION Aprovechémonos de la fórmula 2) arriba obtenida. 
Entonces, evidentemente, de ella se deduce, que para la función V: 
i5i\A ft la segunda diferencia) d“V | (si\a>(z) es una forma de¬ 
finida negativamente, lo que demuestra el lema. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA SOBRE LOS EQUILIBRIOS COLINEALES De 

la fórmula explícita que define el potencial V. so deduce, que esta fun¬ 
ción tiende a —oo, encuanto el punto z tiende al conjunto A; esto sig¬ 
nifica que en la frontera de cada componente de conexión lineal del 

conjunto RP B_2 \(A f) KP”' 2 ) la función V tiende a —co, y por 
eso tiene en cada componente un máximo. Se deduce inmediatamente 
de la teoría de Morse que no pueden haber dos puntos críticos en cada 
componente de la conexión lineal, puesto que cada uno de esos puntos 
sería un máximo no degenerado y esto engendraría, por lo menos, 
otro punto crítico más de ensilladura que no sería un máximo local. 
La contradicción obtenida demuestra quo cada componente tiene 
exactamente un máximo no degenerado (y que no hay xnás puntos 
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críticos). Puesto que conocemos el número de los componentes, igual 
a nV2 , con esto termina la demostración del teorema. 

Del teorema de-mostrado resulta endentó que la propuesta sobre 
el carácter lineal de todos los cuerpos dol sistema (la posición de 
olios on una misma recta) ha sido muy importante en algunos lugares 
sustanciales de la demostración: exactamente esto nos permitió 
calcular por completo el número do tales posiciones de equilibrio. 

Pero si volvemos a un problema uiás general sobre el cálculo del 
número do clases de los equilibrios relativos (sin las condiciones de 
colinealidad), de hornos poder describir los índices y el número do 
los puntos críticos del potencial ya no en un espacio proyeetivo real 
sino on un espacio complejo, lo que representa un problema mucho 
más difícil. 

Un grupo do rotaciones S l actúa en S K , dejando invariante un 
conjunto singular A y el potencial V (véase esto más arriba). Como 
ya liemos visto, un espacio cociente Sy-'S’ se identifica de una manera 
natural con un espacio complejo proyeetivo en ÍP"- ! . y es posiblo 
considerar ol conjunto singular A = A/5 1 (en CP" - *) como una reu¬ 
nión de suhespacios complejos proyeclivos. De nuevo vamos a con¬ 
siderar la función V: CP" _3s '. Ainducida por un potencial 
inicia) V. 

hipótesis. Para casi todos los valores de las masas (nt,.m„) 

en el problema plano do n cuerpos, el potencial V inducido por un 
potencial inicial V es una función de Morse. es decir, todos los puntos 
críticos de esta función suave son no degenerados. 

lista hipótesis por ahora no ostá demostrada ni refutada. Su papel 
consiste en que ella ha surgido de la pregunta de si es finito el número 
de clases del equilibrio relativo (para casi todos los juegos de masas). 

Es posible demostrar (omitimos la demostración), que la (unción V 
no tiene ningún punto crítico en cierto entorno abierto do un con¬ 
junto singular A en la variedad CP 11 '*. De aquí, si es justa la hipó¬ 
tesis arriba formulada, se deduce inmediatamente que el número de 

puntos críticos de la función V, es decir, el número de las clases dé 
los equilibrios relativos, es finito (para casi todos los juegos de las 
masas). 

Indiquemos otro corolario de la Uipótosis. Si ésta os justa, enlon, 
ces para casi todos los juegos de las masas es posible estimar el nu¬ 
mero de clases de los equilibrios relativos de la siguiente manera. 
Confrontemos a cada equilibrio relativo un número no negativo,el 
índice del punto crítico (de potencial inducido V ), correspondiente 
a esta clase de equilibrios relativos (véase el teorema más arriba), 
Entonces, las cantidades de clases de los equilibrios relativos con 
índice dado son conexas según las correspondientes desigualdades de 
Morse (véase la teoría elemental más arriba) con los números de Betti 
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(es decir, con los rangos do los grupos de homologías reales) del es¬ 
pacio CP" _2 \ A. En particular, los grupos de cohomologías bastante 

ricos dol espacio CP n ' 3 \A permiten demostrar la existoncia de las 
clases no triviales de equilibrios relativos. El anillo de cobomologías 

del espacio CP"~ S \ A se puede calcular en forma explícita (Arnold), 
a saber, este anillo es isomorfo a un anillo de cohomologías de un 
espacio topológico bastante simple X, un producto directo del ramo 
de dos circunferencias por el ramo de tres circunferencias por el ramo 
de cuatro circunferencias etc., por el ramo de n — 1 circunferencias. 

En forma explícita el polinomio de Poincaré del espacio CP n ~ 3 \A 

n -1 

tiene la siguiente forma: [J (1 + al), es decir 

a—J 

H * (CP*-* \ l) = H* ((5‘ V S 1 ) x (•?' V 5> V S') x .. -V 
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COBORDISMOS Y ESTRUCTURAS SUAVES 


§ 27. Números característicos. Cobordismos. 

Ciclos y subvariedades. Signatura de las variedades 

I. Planteamiento del problema. Nociones sencillas sobre los 
cobordismos. Signatura. 

Considorcmos aquí algunos problemas de la teoría do los varieda¬ 
des suaves, utilizando el aparato desarrollado en los capítulos ante¬ 
riores. 

i. problema sobre el coBORDisjto. Sea dada una variedad suave 
cerrada Af ". ¿En qué caso ésta es frontera de una variedad suave 
compacta con borde M" = W»'? La pregunta análoga si ambas 
M» y H' n+1 se suponen orientables. 

2 PROBLEMA SOBRE LA REALIZACION DB LOS CICLOS MEDIANTE LAS 

sur variedades. Sean x £ H¡ (A/";Z) o y £ H¡ (Af";Z,). ¿En qué caso 
so hallará una subvariedad cerrada \í { c: .1 f“ represen tan te'del ciclo 
y (o si M* está orientada)? 

3. ¿QUE CICLOS SON IMAGENES CONTINUAS DE LAS VARIEDADES? Sean 

x £ H, (X; Z) o y H¡ (X , Z s ). elementos de homologías de algún 
complejo celular X. En qué caso se hallará un «bordismo singular» 
(M‘ . /). o sea, la variedad Af* y una aplicación /: X tal, que 

/„lAf‘í -■= y (o f » l.l/'l = x paro la variedad orientable /lf‘)?. Pre¬ 
guntas análogas se formulan para el caso relativo. 

Sean x £ H, (X. Y\ Z) o y^H, (X. Y\ Z 2 ). Hay que hallar la 
variedad M 1 con el borde W 1 - 1 y la aplicación de los pares /: (A/*, 
jl/i-i) _ (X, Y) tal, que /„ [Af'. W' 1 - 1 ] = y (o x en el caso orien¬ 
table). 

Se definen de manera natural los grupos de los «bordismos singu¬ 
lares»; el bordismo singular es un par (A/ 1 , /), como está descrito más 
arriba, donde M* es una variedad cerrada. Él ciclo es una combinación 
lineal formal de los bordismos singulares. 

La película singular os un par (W ¡ , /) donde W ¡ es una variedad 
con borde. La frontera de la película singular es un ciclo singular. 
El grupo cociente de todos los ciclos ¿-dimensionales (bordismos 
singulares) por las fronteras de las películas (i -+- l)-dimensionales 
es un «grupo de bordismos» y se designa por Í2? (X). Los grupos Q? (X, 
Y) se definen por analogía: los ciclos son aplicaciones de las varieda- 
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des con borde, donde la imagen de la frontera so encuentra enfc 
o X. y las películas se introducen de manera natural. 

Basando en la clase de las variedades orientables y películas se 
construyen análogamente los «bordismos orientables», los cuales se 
designan por Q?° (X) y £¡?° (A'. Y). Se tienen las aplicaciones evi¬ 
dentes 

Sí?(X)-*//, (X;Z 2 ), 

«?<X, Y)-+H'(X.Y; Z 2 ). 

ííf° (X) -*■ //1 (X; Z), 

Sí?° (X. Y)-*-H¡ (X. Y , Z a ). 

Por su propia definición, los grupos Sí? y Si? 0 son invariantes 
bomotópicamente. Los grupos Sí? y Si? 0 pueden resultar ser no 
triviales para un espacio conlrnctablo X (o punto), listos grupos Síi 
y Sí? 0 se llaman grupos de cnbordismos clásicos. El producto directo 
de las variedades introduce en ellos una estructura de los anillos 
anUconmutativos: 

Si?Si :?crO? + „ xy~yr, 

S2? 0 Si?° <= Si??,. xy — (— 1) ,J yx. 

En los grupos Si 0 = S O? es justa la identidad 
1—0 

2x = 0 


Esto se deduce, evidentemente, de la igualdad 
0 (.V* x l) = á/’ U M‘ “ 2M 1 . 


Tomando en consideración la orientación, obtendremos en 

-2 n?° 


t^o 


d(Af‘ x /) = .w;u^-- 


sí 30 - 


Esto significa que la variedad con la orientación opuesta da un ele¬ 
mento inverso en los grupos Si so , ya que la suma es dada por una 
reunión formal de variedades. 

Dalos elementales: 

a) Í) 0 ° = Z 1 . Síf =Z; 

b) Si?=si?° = 0: 

c) Si? 0 = 0 (vemos de la clasificación de las superficies, que todas 
las variedades orientables A/* se bailan en R 3 y acotan el entorno 
H*>). 
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Calculemos los grupos flV. 

lema i Si la variedad cerrada M‘ es un borde, o sea. si M ‘ — (911"+' 
entonces su característica de Euler es par: •/ (-!/’) = 2 m. 

demostración a) Sea i = 24 + I Entonces •/ (M‘) = 0 en 
virtud de la dualidad de Poíncaré en las homologías, b) Sea que 
i = 2 le. Consideremos la duplicación 

— IJ--2I1.1 y jyi**!. 

M» 

Se deduce de la definición de %. mediante la triangulación del com¬ 
plejo: 

x<jcuy)-x(*>+x(r>-x</->. 

donde L = X f| Y. 

Obtenemos: 

0 = 7. (V>***> = 7 . ( M 2 ‘)- 

El lema queda demostrado. 

Puesto que x t^P 2 ) = 1. obtenemos: 

RP 2 ^dW 2 , 

Es fácil de construir una película W* tal. que 3W 2 = K 1 (superficie 
de Klein). (¡Hállese esta películnl) Sabemos de la clasificación de 
las superficies (véase § 3): cualquier variedad cerrada bidimensional 
no oriontable es bien RP 2 -f (asas), o bien K 2 (asas). 

De aquí se obtiene el resultado: 

Q? = Z 5 (elemento básico |¡R/ > 5 J). 

Desarrollando la técnica geométrica es posible demostrar, que 
O 3 — Qf° — 0 y íif° = 2 (Kojlin). Obtendremos estos resultados, 
lo misino que muchos otros, de la teoría (do Thora) que utiliza ios 
métodos liomológicos expuestos más arriba. El desarrollo del lema 1 
es el siguiente 

lema 2. (Pontriaguin). a) Si la variedad cerrada M* es un borde 
en la teoría de los O-bordismos Q°, entonces lodos sus números caracterís¬ 
ticos estables (es decir, las clases características estables de dimensión 
i) son iguales al cero de módulo 2 . 

b) Si la variedad cerrada orientable M‘ es un borde en la teoría 
de los SO-bordismos (o sea, borde de una variedad orientable H ,i + 1 ). 
entonces complementariamente todos sus números característicos estables 
(es decir, las clases de dimensión i) en las cohomologías sobre un campo 
de los números racionales Q son iguales a cero. 

demostración El espacio fibrado tangente (por ejemplo, con ayu¬ 
da de la inmersión M‘ c ¡R N . N —*- 00 ) se obtiene medíante una 
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aplicacióntnngencialenlabase de un espacio fibrado universal (apli- 

X 

ración gaussiana generalizada M' G¡,„ = ISO,). La clase carac- 
tevíslica motl 2 es definida por cualquier elemento w g fí* (G ll V ; 
2j) (compárese con (11. p. II. § 25). Por definición, hacemos: 
w lM‘) -= x* («•)- 

Las clases características «estables» w £//* ( BO,) se obtienen me¬ 
diante la restricción 

w = >.*w, 

donde w e H* (//<?,+,). á: BO (i)BO (i + t). Do modo análogo 
se define la noción de clase característica estable para BSO,. B(J t . 
BSp,. _ 

Si AT = r>W” +l . tenemos w (;l/‘) — x* ( (u>) = t*A* (w); w (H'** 1 ) 
= xí, (w). Designamos la inmorsión M* -*■ W'*+* por/. La restricción 
del espacio fibrndo es de forma r» 1 „f = ;*Tiy —- x 5f @ 1. Sea que 
dim w ~ i. Entonces 

«• (jV‘) - x.ó'-* í*¡r) = /*t"r (w). 


Puesto que /, lá/'J — Ü, por cuanto M' — W‘+ l , obtenemos 
para los productos escalares: 

(/*xvV («). lá/'l) - (x?v (71). i , I.U'I) = 0. 

De manera que el punto a) queda demostrado 

La demostración del punto b) es completamente idéntico n la an¬ 
terior con el cambio de las Z 2 -homologías por las homologías sobre 
Q y con la consideración del bocho de que en un caso orientablo ls 
igualdad /» \M l \ — 0 en //, (H' i +‘) es justa en las homologías racio¬ 
nales. El lema 2 queda demostrado. 

Un ejemplo de la clase característica no estable os x l- 1 /')- Das 
clases de Stiefol—Whitney € H" (df‘: 2) y todos los polinomios 
de ellas de dimensión i, así como también las clases de Pontriaguin 
p q £ H* q (M\ (Q) y todos los polinomios de ellas de dimensión 
i (si i = 4/c) nos dan un juego completo de los números característicos 
estables para Q? y £ 2 ?°. 

ejemplo i. ,\P = 'KP 2 ; aquí w (z) = (1 -f zi ) 3 = 1 + w¡z + 
4- u-'jZ 2 . donde t £ IP (3P 2 ; 2 S ) l ¥• 0. Por eso m’ 4* 0 y u¡ t 4* 0 
(mod 2). Empero el grupo {í° = 2 2 . Por oso tenemos: t/'¡ — w.¡ = 
= 0 (mod 2 ). 

ejemplos. Ai 4 = CP 2 , la orientación es natural; aqui p (z) = 
= (1 -f z 2 / 2 ) 3 = 1 -y p¡z°. Por eso p, (CP 2 ) = 3 (el polinomio de 
Pontriaguin p (z) está indicado en § 9 para CP"), t £ fP (CP 2 ; 
Ip), es un elemento básico del grupo if* (CP*; 2). 
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ejemplo 3 a) = CP 4 , la orientación es natural. Aquí p (z) = 
= 1 4- />,z 2 4- Pt z 4 = (1 4- í 2 z 2 ) s = I + StV 4- lOíV, I es un ele¬ 
mento básico del grupo H 2 (CP 4 ; Z). 

Para los números característicos obtenemos: 

p\ = 25. p, = 10. 

b) .1/! = CP; X CP;. Aquí p <z) = 1 4- p,z 2 4- p a z 4 = (14- 
4- í;z 2 ) 3 (1 4- t\ z 2 ) 2 = 1 4- 3 (í,’ 4- (J) z 2 4- 9í*í*s«. donde f, 6 
€// 2 (CP?; Z), son elementos básicos. 

Luego tenemos: (<J) 2 = 0. (í 2 ) 2 = 0. t/f 4- í 2 ) 2 = 2í\t\. Los nú¬ 
meros característicos son de forma 

PÍ - 18. P 5 = 9. 

Además de los números característicos hay un invariante inte¬ 
resante más de SO-cobordismo para las variedades orientables de 
dimensión 4 k llamado «signatura» do la variedad. En virtud de la 
dualidad de Poiacaré (véase ol § 15) en un grupo de homologías de 
dimensión media está definida lina forma bilineal unimodular con 
coeficientes enteros simétrica para las dimensiones 4 li y antisimé¬ 
trica para las dimensiones 4k + 2 (por ejemplo, para superficies orien- 
tablcs con k “ 0). Esta forma está engendrada por un «índico do in¬ 
tersección» de los ciclos en un grupo de homologías II ih (M* h ; Q) 
o por la multiplicación do los cocidos en un grupo Z/ 2 * (A/ 4 *; Q) « 
« Hzu (A/*; ©>. 

<x, y) = (xy. 
x. y £ H tu (.1/**: ©). 
o (lo que es lo mismo) 

ir. y) = x ° y (índice de intersección), 
x. ~y 6 //,* (A/ 4 *: ©). 

definición i La diferencia del número de los cuadrados positi¬ 
vos y negativos de la forma indicada en un grupo II.¡u (A/ 4 * ;Z) 

se llama «signatura» de la variedad. Al cambiar la orientación .V—*■ 

—*■ —A/ 4 * la forma y la signatura cambian el signo. La signatura se 
connota con x (A/ 4 *]. 

lema 3 , (Rojlin). La signatura de una variedad limitativa es igual 
a. cero y define correctamente la forma lineal 



problema i Demostrar que la signatura del producto directo de 
las variedades es igual al producto de las signaturas. 
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Do este modo obtenemos un homomorfismo de los anillos 

t : £íf°= S ílf° —Z, 

0*0 

donde t(l) = l, Q?°-Í0, si i no es divisible por 4. 

demostración del lema 3 . Por causas triviales, la signatura de 
una reunión no conexa de variedades, es una suma de signaturas. 
Demostremos que la signatura de una variedad limitativa es igual 

a cero. Sea M ,k = Designemos por / la inmersión M tk -*■ 

-i jp**+i. Tenemos j, I.W 4 *! = 0 en el grupo H 4ll (W*** 1 ; ©). Si 
dos cocidos x, y se obtienen mediante la restricción de los cocidos 
x", ~y f Z7 2 * (fV 4 *+>^©), entonces te, y) = 0. Realmente, si x = 
*=» /* (x), y =» /* (y), entonces 

(x. y> - (xy, (Af 4 *I) - (/* (íy). IA/ 4 *)) = <íy. 7, [Ai 4 *]) - 0. 

(Paca los ciclos x. y esto significo un hecho evidente: si ambos ciclos 
son horoológicos a cero en IV 4 **- 1 . entonces el indico do intersección 
de los mismos es igual a cero.) Demostremos que la dimensión de 
un subgrupo j*H v ' ©) c: //** (A/ 4 ' 1 ; © ) es igual exacta¬ 

mente a la mitad de la dimensión del grupo 7/ 2 * (A/ 4 *; ©). Escriba¬ 
mos dos sucesiones exactas del par (A/ 4 *; (V 4 * +1 ) en las cohomologías 
y homologías racionales, recíprocamente duales, según Poincaré: 

Z7 2 * (IV 4 ** >) —/i 2 * (A/ 4 *) X H- h -' (tV***', M tk ) -f 

|)o || 0 »ll 

//«*, (H' 4 **'. Ai 4 *) — //« (A/ 4 *) 77** (IV 4 ** 1 ) - 

En virtud dol operador de dualidad de Poincaré el homomorfismo 
j* pasa a 0 y el homomorfismo ó pasa a )». Por eso los operadores j* 
y Ó son conjugados entro sí. donde el grupo H 2k + l (IV 4 *^ 1 . M ,h ) es 
conjugado a 77 a * (W'’ J *+ 1 ) y el 77 a * (Ai 4 *) es isomorfo a su conjugado 
(X* IA/**))* = H tk (A/ 4 *) con ayuda de una forma no degenerada 
(x, y ). De aquí se deduce de un modo puramente algebraico la coin¬ 
cidencia de los rangos de los grupos Im /* e Im ó. En virtud de la 
exactitud de las sucesiones, el rango do la imagen Im y* es exacta¬ 
mente igual a la mitad del rango del grupo 77“ (A/ 4 *: ©). Del ca¬ 
rácter no degenerado de la forma te- y) y del hecho do la existencia 
de un espacio nulo Im j* de dimensión media, concluimos que x =• 0. 
El lema 3 queda demostrado. 

Ya se ha mencionado más arriba que = Z (adelante será 

demostrado, que ® © = Q). En el ejemplo 2 ha sido calculado 
el número p k (CP 2 ] =3^=0. Notemos que x (CP*) — 1, ya que 
la forma te, y> en el grupo 77 a (CP 2 ;©) = © tiene la forma te. 
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i> — 1 (esto se deduce con evidencia de la estructura del anillo 
II* (CP 1 , Q), véase el § 7). Puesto que t -= 1. el elemento ÍCP 2 I 
no es múltiplo de nadie en el grupo íl?° = ¿L y cualquier elemento 
x 6 Sí ? 0 es de forma x — X |CP 2 J. Pe esto se deduce inmediatamente 
el siguiente corolario (fórmula de Thoni—Rojlin): para cualquier 
variedad orientable es justa la fórmula 

*|AÍ*J= j/bP/'). H 

Realmente, para CP 1 tenemos 

Pi (CP 2 ) = 3, x|CP*|«l. 

La magnitud p, — 3t es trivial para CP 2 y, de esta manera, para 
lodos los elementos x 6 Sí? 0 , puesto que x — X [CP*]. Basta c.on 
demostrar que Í2?° ® Q « Q. Más adelante calcularemos los grupos 
£ 2 ?° ®dj y obtendremos una generalización de la fórmula (»), o 
sea, la fórmula de Hirzebruch. 

Es posiblo definir la signatura también para las variedades no 
cerradas, lo mismo que la característica de Euler. Efectivamente, 
si M = M* k es una variedad suave orientable con borde V = V 4 ' 1 ' 1 = 
= 1 ’, U • • • U entonces está definida, hablando en general, 
una forma degenerada de interseccionesen un grupo de ciclos II,i, el/"'. 
Q). La signatura de esta forma se llama signatura de la variedad 
r (M* k ). Tiene lugar la siguiente «propiedad de adltividad» (Nóvi- 
kov —Kojlin). 

aditiviuad de sionatura Sean ** y .1/“, variedades suaves con 
bordes 

dM\“ = U V„ dM\ h = U 

) Q 

y p '?*" 1 x= Se tiene la igualdad 

V,=W, 

De esa manera, la signatura es aditiva si existe una pegadura de 
dos variedades a lo largo de un componente entero de frontera. Un 
hecho análogo es justo para la característica de Euler de las varie¬ 
dades de dimensión par: on efecto. 

X {Mp U M}") = X (Mp) 4- X (MP )-x (V,), 
v. 


donde y (V',) = 0, puesto quo V¡ es una variedad cerrada de dimen¬ 
sión impar. 
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Demostremos la aditividad do la signatura. Los grupos do homo¬ 
logías // 2 i, (M\ h ) y (Mi') so presentan de la forma H th {M¡ k ) — 
— A, © tí„ tí, = Im donde i,: V’, = IV t -- M*,*, s — i, 2. 

La forma do intersecciones se concentra enteramente en un 
subespacio A,. De manera que t (M k , k ) = x (A.). El grupo 

IIa, (A/** U M\ b ) se presenta de la forma 
v.-w. 

II2u (M, U .1/,) = A, © A t © C, © C, e D © F, 

donde 

B, - C, © D = Im (,«: //,_* (V ,) — H zk (M t ), 
B t -Ci®D~ Im i t ,: II tk {W,)-~H ik (JI/ 2 ), 

E © C, ® 6 2 © Z> = (V.) = tf 2X (W',) t 

^ — Ker í„ 1 1 Ker i 2 . c: (!',), 

D= Im {//„ (»',) — //„ (,W, U Af,)}. 

El subgrupo F es isomorfo a la intersección 

= K ?. r ‘V n Kor c < r i) = ".a-i (»x). 

con eso. dos películas on M¡ y M, tendidas en un mismo ciclo de 
F’ cr II tk -i (V'i)- juntas dan un ciclo del grupo F c: Il ik (M, U M a ). 
La forma de las intersecciones en el grupo II sk (M, U -l/j) es del 
tipo do matriz de bloque, donde a) C , © C a es el anulador de la forma; 
b) en lodos los espacios C¡. C t . O. F. la forma por separado es trivial, 
pero los espacios F y D son conjugados entro si; e) los snbu.spacios 
A,, A¡ son ortogonales entre si. y con respecto a los demás conjuntos 
en virtud de esta forma. Verifiqúense esos hechos sencillos. De aquí 
se deduce 

T(3/ l Udf 2 ) = T(,l 1 )©T(-4 2 >. 

La afirmación queda demostrada. 

II. Complejos de Tliom. Cálculo de coburdismos (por el mó¬ 
dulo de torsión). Fórmula de signatura. Realización de los ciclos 
mediante subvariedades. 

Consideremos una variedad suave cerrada conexa tí y un espacio 
fibrado vectorial g con base en tí, con fibra i" y con grupos G- = 
-- O ( n ), SO (n), II (n/2) y otros 

S : E —* B. F —01**. 

p 

Consideremos en las fibras los vectores de longitudEl conjunto 
de ellos forma un espacio fibrado £ —*■ tí con fibra /•" - D" cr It n . 
La frontera oE es un espacio librado ton fibra S ‘~‘. 

2u-.il 126 
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definición 2. Se llama complejo de Thom M (?) del espacio jibrado 
? un complejo cociente 

M (?) = ÉfdE, 

donde 0E está contraído en un punto. 
lema i- Se tiene el isomorfismo natural 

<P :H, (B)~-H n +, 

H' (B)-/T"(JIÍ(f)). 

donde i > 0 es arbitrario y n = dira F. Este isomorfismo es juslo para 
las homologías mod 2. si G = 0 (n). y para las homologías sobre 2. 

Z„, si G = SO (n). (Es obvio el isomorfismo <p: para cualquier 
ciclo z cu la base B el ciclo «p (z) se define como una preimagen completa 
<p lz) = p- 1 (z) mod SE.) 

La demostración del lema 4 ya ha sido dada (véase el § 1<. le¬ 
ma 2) para la ofectivización de las desigualdades de Morse en el caso 
de las variedades críticas. Recordemos que el isomorfismo tp es una 
superposición do dos operadores de Ja dualidad de Poincaré 

apuntando además quo E es de un tipo homotópico B y H q (M (6)) =» 
= fl q (E, 0E), (7 > 0. 

D„:H q (B)-+H m -*(B), m-dimS, 

D~ : iT-« (E)-H n . m .< m . q > (E. 9É). 

a 


H m ~ q ( B) 




En las cohomologías del complejo de Thom M (?) hay una «clase 
fundamental» ip (1) € //" (M (?)). Además, en el complejo M (?> 
se encuentra la misma base B cz. M (?) como una sección nula del 
espacio fibrado ?. Un espacio fibrado normal respecto a 5 en M (?) 
es exactamente y el complemento M (?)\ff se contrae a ud punto 
* g M (£). 

La primera aplicación de los complejos de Thom consiste en el 
establecimiento de la conexión de las clases de Sliefel Whitney 
w, £ H' (B 4 , Z 2 ) para cualquier espacio fibrado | con base B con 
los cuadrados de Sleenrod Sq'. 

definición 3 . Se llama clase w¡ £ II' ( B\ 2j) al elemento <p~ i Sq'<- p (1), 
donde _ , 

<p : H q (B\ Z t )—H”' q (M (|): 2 2 ). 

Para establecer la conexión de esta definición con la dada más 
arriba hay que efectuar algunos cálculos en las cohomologías de los 
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espite ios clasificadores H* (USO (m); Z 2 ) y H* <BO («); Z 2 ). En el 
grupo O (n) se liona el subgnipo de los matrices diagonales D (n) c; 
c: O (rr) que son de forma 


ú -1 


±i 

0 

0 

± 1 


D (n) = Z s X . . . X Z 2 . De manera que se tiene la aplicación 
de los espacios clasificadores 

BD (n) = H PT X ... X RP“ 4. BO (n) 

y la aplicación de coliomologías 

/f(BO(n,; (BD(n); Z 2 >. 

PH0U1.EMA 2 Por analogía con el grupo U («) demostrar los si¬ 
guientes hechos: la imagen Im i* coincido exactamente con los poli¬ 
nomios simétricos di*,...,*,, donde 0 ^ x, £ //'(l HP?; Z¡¡) 

E’or eso i* no tiene núcleo (monomorfisino). 

Das clases de Stiefel — Whitney so obtienen como polinomios 
simétricos elementales 

i* («’,)= S X t ,...x iq . 

<i< -. .<1^ 

piioiu. i;ma 3 Con aplicación BSO ( n) —*■ BO (n) la imagen Im )* 
es un epimorfismo («aplicación en») en Z a -cohomologías, y el núcleo 
es engendrado como un ideal por el elemento w x f //' (/¡O (n); Z.,). 
phoblema «. Consideremos los complejos de Thom de un espacio 

fibrado universal | sobre BO (n) y la inmersión I.IO (ti) cr M (|). 
Demostrar, que la aplicación 

f : ¡I» (M <|); Z,) — H * {BO (,,); S t ) 

no tiene núcleo y la imagen Im f* so compone de lodos los polinomio» 
de las clases w, divididos por w„ f ff" (BO tn ); Z*>, donde i*w„ = 
= x, ... Demostrar que /*<r (1) = w„ y /* ( , (,«,) = Sq' (W„) - 
— w,w n . En general, es justa la fórmula 

f*<f (S) =r 3W n 

(demostrarlo). 


20* 
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Obtener resultados análogos para //* ( BSO (n);_ Z 2 ). Calcular 
las operaciones Sq' en H* (MO (n)\ Z 2 ), por analogía con el § 10. 
Examinar los grupos homotópieos 

W^íi»- /<"-*• 

utilizando los resultados del § 10. 

problema 5 Partiendo do la fórmula to ¡ = < f~ l Sq'< p (1). demos¬ 
trar que las clases W¡ € H’ (A/"; 2-) son invariantes homotópica- 
mento para las variedades cerradas, utilizando la conexión de un 
espacio librado con un entorno de la diagonal en il/ n X M". 

problema 6 Para la clase u>, que se anula si, y sólo si, la variedad 
os orientablc. existe la fórmula 

Dw¡ =» 8* [M"|, ó, :// n (Af n , 2 (M n , 2,). 

donde 6, os un operador en las homologías, descrito en el § 3. De¬ 
mostrar esta fórmula independientemente del problema 5. 

Para la base B = BG para G =» O (n). SO (n), U (n/2). SU (ni 2), 
Sp (nli) y para un espacio fibrado universal | con fibra R n , el com¬ 
plejo de 'l’hom M ($) so designa Uabilualmente con MO (n), Al SO (n), 
MU (ni 2), MSU (n/2), MSp (niA). 

Si G = e (grupo unidad), entonces el espacio fibrado universal s 
es trivial, la base BG — • (un punto), pero la fibra es R". Obtenemos 

Me = S n . 

En particular, SO (l)=ey MSO (1) = S'. Luego: O (1) = (±1), 
fíO (1) = !R/>” (o RP N para N grandes); el espacio fibrado univer¬ 
sal t| con un grupo O (1) es de forma de un espacio fibrado normal res¬ 
pecto a RP" en RP‘ v>1 : 

B-Z+RP", fibra P = R'. 

Un espacio E del espacio fibrado con fibra D l — I consiste en los 
vectores do longitud^l on la fibra, es una «cinta de Moebius» (véase 
11], p. II, § 2). La frontera dE es una esfera S N que cubre RP W - 
Por eso, el espacio de Thom M (q) es de forma 

M (q)= MO (1) = EldÉ= RP N+1 = RP N = B. 

Para G = SO (2) tonemos de un modo análogo 

MSO (2) = CP K+i =>€P N =B, N -*■ oo. 


MU( 1) 
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La claso fundamental en estos casos es el elemento básico de los 
grupos 


u = <F(l»e// , (S';Z) 
ií = cp(l)e./7‘(RP”: Z 4 ) 
¡t=«T(l)e« 2 (CP w ; Z 2 > 


para MSO (1) = S l \ 
para MO(i) = HP°°\ 
para MSO(2) = CP°°. 


Estos espacios son complejos del tipo K (n. n) para n — 1,2, .n = Z, 
Z 2 ; el elemento u — (1) coincido con el elemento fundamental 

del complejo K (ji. n); véase el § 10. 

Tiene lugar el siguiente lema sencillo. 

lejía !> Los complejos de Thom M (?) son implemenle conexos 
con n> 1, Sus grupos honw'óplcos más simples son de forma: 

n,(M(l))=0. 


«,(.*/<?)) = 


Z 2 . el espacio librado es no orientable. 
JL. el espacio fibrudo es orientable. 


nnMOSTHActcx La partición celular M (?) se obtiene de una par¬ 
tición celular de la base IJ mediante la multiplicación por una cé 
lula (fibra) 

Bca'-nf (o') —. p -' (a 1 ) = o"'*. 

Además, hay una célula de dimensión nula «• c M (?) obtenida de 
0E mediante la contracción en un punto. Por eso n, (.1/ (?)) = 0 
para |<n (no hay células en estas dimensiones). Sea que U tiene 
sólo una célula de dimensión nula (para una base B conexa siempre 
es posible reducirla o este caso, como se mostró en el § 4); entonces 
en .1/ i?) hay sólo una célula de dimensión n íes una fibra sobre un 
punto). Así, el grupo n„ (.1/ (?)) es cíclico. Parn un espacio librado 
no orientable en la liase se hallará una curva cerrada (la cual puedo 
considerarse como uno célula o 1 ), que invierte la orientación de la 
fibra. Para esta célula ir' su preimagen P~' (o 1 ) = <p (o 1 ) *•= a"+' 
es una célula en .1/ (?) tal. que 

Óo"* 1 = 2o". 


Esto es geométricamente evidente en un espacio fibrndo sobre S l . 
Si «1 espacio fibrado es orientable. entonces las fronteras de todas las 
células p~ l (a¡) en un complejo ;1/ (?) son iguales a cero. Por eso 
el ciclo |«"1 es de orden infinito. E! lomo queda demostrado, puesto 
que //„ (.1/ (?)) = (M ,?)). 

Tiene lugar el siguiente teorema importante. 
teorema i Los grupos de cobordismos Q?, 12?° son canónicamente 
Isomorfos a los grupos homotñpicos estables 

*»♦! (MO t«)) Q°. y rr„,, (MSO («)) «s Qf" 
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liara l < n — 1 (compárese con [11. p. II. § 23, donde fue establecida 
la conexión entre los grupos jc„ + í (S-) — it„ +1 {Me) y los cobordismos 
de variedades equipadas). 

DtMOXTHAClíiN a) Consideremos una variedad cerrada M' rz 
cr R’ l '\ donde i < n — 1. Todas las inmersiones (encajes) M' cr 
cr R’ 1 * 1 son isolópicas (véase [1|. p. II, § 11). y el espacio librado 
normal a M‘ en R"*' no depende de la inmersión, y lo designemos 
por v Surge una aplicación en un espacio fibrado universal 

M'-r-BO (n). 
v-*-5, 

donde £ es un espacio librado universal con fibra Id". El espacio del 
espacio fibrado v es un enlomo de Aí i en R“'* < cr S"* 1 , y su imagen 
cubre todo ol cuerpo E. Prolonguemos esta aplicación en todo el 
complemento del entorno, de tal manera que todo este complemento 
se aplica en una célula a° £ M (£) obtenida modiante la contracción 

de OE. Obtonemos la aplicación de la esfera 

S».<_i,AÍ(Í). 

Esta aplicación es regular transversal mente en un» subvariedad 
BO (/i) cr M (£) y /-* (fíO (n)) = M‘. La noción do la regularidad 
transversal a lo largo de la subvariedad BO ( n ) cr M (£) consiste 
en Jo signionto: en cualquier punto x 6 f~ l (fíO («)) la imagen del 
espacio tangente !R;+‘ con la aplicación lineal df es transversal res¬ 
pecto al plano tangente de la subvariedad BO (n) cr M (£) es decir, 
los espacios linoales df (R.;**) y t„ x . (BO (n)) engendran conjun¬ 
tamente todo el espacio tangente- a M (!) en el punto / (x) (véase 
[1], parto fl, § 10). 

Coloquemos ol cobordismo (película) donde W"‘ = 

= M¡U^Í- en el producto r'*x/(0, 1) de tal modo, que M[cz 
<= ¡R"*‘ X 0. M[ cr IR"* 1 X 1 y W** 1 se apoya normalmente contra los 
bordes. Repitiendo la construcción anterior para un baz normal v 
a W 1 * 1 cr R”* 1 x f, obtenemos la homotopía 

•? n *‘x/( 0, 1 ) — 


Así, queda construida la correspondencia (homomorfismo) 
SJ? -*■ n„ +( (A/O (n)), i<n — 1. 

De modo análogo se construye el homomorfismo 

Qf° — "«-¡(R/SORi)), í<n—1. 
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b) Mostremos, que la correspondencia construida es un isomorfis- 
tno. Sea dado un elemento a £ jt n + ¡ (MO ( re)) representado por la 
aplicación. 

/: S n *' -*• MO (re). 

Es posible considerar, si se efectúa una perturbación pequeña (véase 
[1], p. II, § 10). que la aplicación / es transversal monte regular a lo 
largo de la subvariedad DO (re) cz MO (re). La imagen completa 
/- l (DO (n)) — M l es una subvariedad suave regular M 1 cz R"* 1 c: 
c: 5"+*. La imagen de los re-planos normales rospecto a M* en R”+* 
con aplicación df es transversal a DO (n). Mediante la deformación 
elemental do aplicación esta imagen por doquier a lo largo de BO (re) 
puede ser normalizada respecto a DO ( re). y es posible contraer todo 
el complemento del entorno de la variedad M* en 5"+* en un punto 0 ° 

obtenido de oE en MO (n). De aquí se deduce la demostración del 
teorema 1 para Q?. Todo es análogo para Q?°. 

El teorema queda demostrado. 

teorema 2 . a) El ciclo x 6 ff, (.VT 1 *- 1 ; Z,) es realizado por una 
subvariedad cerrada M 1 cr M" hl si. y sólo si. se halla una aplicación 

-L A/O (n) tal. que ¡*u = Dx, donde u £ H" (MO (n); 7.,) 
es una clase fundamental y D es el operador de la dualidad de Poincaré. 

b) Sea ¿Vf +I una variedad orientada. El ciclo x £ H¡ Z) 

es realizado por una subvariedad cerrada orientada M x cz M n +‘ si, 
y sólo si, se halla una aplicación f: .Vf‘+ < .1/50 (re) tal, que /*u = 

- Dx. 

c) El ciclo x £ H, (M a *‘\ Z) es realizado por una subvariedad ce¬ 
rrada orientada con un espacio librado normal trivial ,1/‘ cz M n+i 
(es decir, con un fuego dado de las ecuaciones regu lares \ J>, = 0 .. . ., 

. • .. ’l’n = 0 en .1/") si. y sólo si, se halla una aplicación /: A/"+‘ —► 
-*■ Me = S" tal, que f*u — Dx. 

Observación. Es justo un teorema analógico para poder realizar 
un ciclo por una subvariedad con un espacio fibrado normal pros¬ 
crito con un grupo estructural U (re/2). SU (re/2). Sp (re/4), etc. La 
aplicación de la variedad M n+i en MU (re/2). MSU (re/2), MSp (re/4) 
etc. engendra tal realización. 

Los grupos n n+I (MU (re/2)) = Q? 7 . n „ +1 (MSU (re/2)) = Q? ü . 
n„+i (MSp (re/4)) = Qf*’ naturalmente os posible interpretarlos 
como cobordismos complejos (unitarios), complejos especiales y de 
cuatemios Q u . Q su , í2 s p . Son importantes extraordinariamente los 
cobordismos unitarios. Cada variedad compleja y casi compleja tiene 
una clase de cobordismos en los grupos Sl$¡. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2 PARA 0 = 0 <n). 

Sea dada una subvariedad M* cz M n *‘. Un espacio fibrado nor¬ 
mal es definido por una construcción ya expuesta, la aplicación 
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M nti —*■ MO (n). donde M ¡ — BO (n); Todo el complemento del 
entorno do la variedad Af* en if*' se aplica en un punto o®, obtenido 
por la contracción do oE al construirse M (?). Es fácil ver que 
/*u = Z> IAÍ‘1. 

Por el contrario, si se da a lo largo de BO in) <= MO (ri) una aplicación 
transversal mente regular /: M"'‘ —*■ MO (n), entonces una imagen 
completa .1/' - /-« (Z?0 («)) es tal. que /*« ~ Z> W/T. Para G = 
= SO («) y otros, todo as análogo. 

El teorema queda demostrado. 

En algunos casos los complejos MO (i). MSO (i) son complejos 
de forma K (Jt, n). Son los casos: 

ii, «,=0. />i, 

MO (1 ) = <HP°° - K (Z 2 . 1), n y = 0, ;>1, 

MSO(2)~tP“=K(l,2>, *, = 0. ;^2. 

Con esto el elemento <(• (1) - u fc U • <MG) coincide con una clase 
fundamental del complejo K (n. n) eu estos tres casos*). Según 
el teorema del § 10 obtenemos un juego do los corolarios del teorema 2. 

corolario i. a) Cualquier ciclo i f //„ (A/” 41 ; Z 2 ) para todo n 
es realizado por una subvariedad cerrada. 

b) Cualquier ciclo x£H„ tAf 4 »; Z) y x £ H„ (A/" 4 *; Z) para 
lodo n se realiza por una suboarledod cerrada orientable. 

La deducción del corolario del teorema 2 se reduce al hecho do 
que un cocido Dx = y para estos casos se representa en forma de la 
imagen f*u, según una propiedad fundamental de K (n, n), puesto 
que MO (1). MSO (1). MSO (2) son complejos K (n, 1). 

corolario 2 Si í < n/2, entonces para cualquier ciclo x £ fí, (A/*; 
2) se hallará un número X 0 tal. que un ciclo Xx se representa como 
una subvariedad M' ci Ai" 4 ’. 

Este corolario se deduce del teorema 2 con ayuda de los resultado! 
del § 10: so estableció que en las dimensiones estables cualquier 
complejo (aquí es MSO («)) «se arregla de la misma manera que el 
producto directo de los complejos de tipo K (a. m), donde m ^ n 
si so multiplica todo Icnsorialmente por un campo t». 

corolario 3 Para cualquier ciclo r f H¡ (X; 2) se halla un nú¬ 
mero XrfrO tal, que al ciclo Xx es una imagen de la variedad Ar. 

tp : M' >-*■ X, 

<J>. \M*\ = x. 

*) Un teorema más complejo (de Tliom), afirma que todos los complejos 
MO(n) hasta la dimensión 2n— 1 son hoinotópitamenle equivalentes a un pro¬ 
ducto directo de los complejos de tipo K (í,. mj). donde m, n. 
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La demostración consiste en la inmersión X cz R‘' +< y en la exa- 
minación de una variedad con borde U X, que contrae hacia X: 
U — X. Después el ciclo Xx £ H, (U) ~ H¡ {X) se realiza on base al' 
corolario 2 como una subvariedad con ayuda de la aplicación ( U , 

dU) -*■ MSO (N), donde OU se aplica en un punto y f*u. = D [Ai*], 
corolario í. El homomorfismo natural 

0.1°(X, Y) ® Q-yH, (X, Y; Q) 

de los grupos de bordismos en la homología es un <¡epintorfismoo (aplica¬ 
ción en todo). 

Para los complejos sin torsión impar en las homologías 77, (X„ 
Y\ 7L) es justo el teorema (de Nóvikov) que establece un hecho aná¬ 
logo sin la multiplicación tensorial en ol campo Q. o sea, los ciclos- 
son realizados por las imágenes de las variedades sin multiplicidades. 

Ahora pasemos a los corolarios del teorema 1 y del teorema de 
Carian—Serte (véase el § 10). El anillo H* (USO (n)\ O) es engen¬ 
drado por clases características y es un anillo do los ploinoniios de 
los elementos (clases de Pontríngilin y clase de Enlcr—Poincaré): 
/>,£//«• (7750 (n);Q), 

X £ (BSOiin)-, Q). 

Con eso, tenemos paro 1 < n y j 4 k: 

//"*>( MSO (n); Q) = 0. 

El rango do los grupos estables 

//*'■ (BSO (ni; <r ) ¿ II"' ,k (MSO (n); C) 

pora 47c < n es igual ol número de las particiones del número k en 
los sumandos, k = m¡ + -f m q . puesto que la baso consisto 
en los monomios z ~ , .../>„ (son posibles las coinciden¬ 

cias de m¡ = m¡), deg z — 4 (m, -f . . . -r tn q ). 

Paro las dimensiones 47; - 4. 8. hemos escrito más arriba (vé¬ 
ase el p. I) los números característicos de las variedades 1C/ ,Í | £ 
6 fi®° y IC/* 2 } 2 . [CP‘1 £ Del teorema i junto con el do Cartan- 
Serre se deduce el siguiente teorema. 

teorema 3. Los gi upos Q*° ® Q = 0 pura ) =*= 4 k\ Q** ® Q 
es un grupo de rango igual ni número de posibles rectores Itnealmente 
independientes, o sea de los números característicos de las variedades 
M ,k . Para 4 k = 4, 8 se deduce de los cálculos ( véase más an iba). que 
el Juego de los números característicos en Q-cohomologíns determina com¬ 
pletamente la clase de cobordismos x £ con exactitud de torsión*). 
problema 7. Calcular los vectores de los números característicos 

*1 Una información completa sobre la estructura de los anillos , 
Q v el lector puedo encontrarla en el resumen (60). 



314 


Cap. 3. Cobordismos y estructuras suevos 


de los producios CP\ n ‘ ® . . . <8> CP\ n h y mostrar, que todos estos 
vectores son lineolmente independientes. 

corolario. La signatura x I.1/ 4 *] es una forma lineal de los vectores 
de los números característicos. 

ni mostración Sabemos, que t es una forma lineal en fij* ® Q. 
según el lema 3 (véase más arriba), mientras los números caracte¬ 
rísticos dan una base completa do formas, El corolario queda de¬ 
mostrado. 

Para 4 k = 4,8 tenemos: 

A=l:p, {£/>*) = 3, ilCP ! |=l; Í2*°®Q-Q. 

CONCLUSION: T—-i-p,. (1) 

k = 2: ya liemos obtenido la matriz (véase la parte I): 



icp^xicp») 

ic^l 

p! 

<8 

20 

Pe 

«.» 

1u 

T 

1 

1 


conclusión. Tiene lugar la fórmula 

T“-¿-(7pi— pfi |2) 

Es posible obtener una fórmula general para todo /.- en una forma ana¬ 
lítica conveniente (Hirzebruch). 

Es conveniente plantear un problema más general: sea dada una 
característico numérica arbitraria en los cobordismos Q® = 
para G — Ú. SO 

B:Q ‘;—C 

tal, que B(l)=l, 0 (Af? U Af?) = 8 (-V?) 4- B (.1/5), B (Af? x M%) = 
=1B(j1/í)0 (MI), es decir, aditiva y multiplicativa (respecto al 
producto directo de las variedades). De hecho nos interesa sólo el 
anillo Q<¡ ® <Q, determinado por los números característicos que son 
polinomios de c¡ o de p ( . Para cualquier dimensión par n = 2k en 
el caso G = U tenemos un polinomio B« (c,, . . ., c*) tal. que 

B [A/**] = (B* (c,. c h ). [A/ 5 *]), donde .1/“ es una variedad 

«unitaria» (o sea, variedad en cuyo espacio librado normal establo 
se ha introducido la estructura de un //-espacio fibrado con inmer¬ 
sión AP cr K 2V -f; en particular, una í'-estructura se obtiene como 
una reflexión débil de una estructura de variedades compleja (o casi 
compleja), que «recuerda» las clases características). Para G = SO 
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tenemos los polinomios B* (p,. p¡,) para todas las dimensiones 

n = 4 k tales, que 

B [M ih \ = íBj, (p,. p h ), [AÍ*J). 

El caso G = SO se reduce a G = U mediante la condición com¬ 
plementaria B 2Il+1 (c, .e 9(l+l ) ~= 0. como se verá en adelante. 

La sucesión de los polinomios (S 0 = 1. B,. Bj, IB*, . . .) 
no es arbitraria, sino que se encuentra fuertemente vinculada a la 
condición de multiplicatividad de B (M ik X il/*‘) = B (A/“) B (Ai* 1 ). 

Busquemos la respuesta en la siguiente forma: se ha dado la serie 
formal 

B(zf)~l+o l zt + a,z*í*+ ...= T. B*(ii)z\ tg.»«(CP“;Z) 

* 2>0 

con coeficientes numéricos, que determina una clase característica 
para los U-espacios fibrados unidimensionales. Tomamos 

B* (c t , .... c h ) = [ f[ B (z/,) 6 (stt) ... B (rt.)]^ =~ B* (a . o») 

donde <r,.o,, son polinomios elementales simétricos de t,, . . . 

ílny que tomar la serie 3 (zt) para el caso G — SO en forma 

B [zt) ^ P (z 4 í s ). las clases p r . son do forma p„ ■>— it* (tf.í?,). 

véase más arriba. 

Según la fórmula do Cauchy podemos escribir 

n 

. j> 1| Btzf.) ...B(rt,)p^ r (»»>ft>. 

I rí=» ‘—I 

Para CP" tenemos, según las fórmulas de las clases características 
de un espacio fibrado tangente, 

*! = *,= ... = f «t, = (Ci*"; Z), 

T CI ,n © l = ii © — © q (n + 1 sumandos), 

B (3) = 2 B* (n) 8 < l c W = B tni' 1 * 1 - 

Pora el número 8 (C/”“] tenemos 

B[C/'"]=[Boi)— ),.=4ri § 3(z > n “-^TT 

| *»—« 

(componente w-ésimo de la .serie por 2). 






316 


Cap. 3. Cobordismos y estructuras suave* 


ejemplo 1 . B lCP* n l = l, = 0. Aquí B (zl) = zt/th (zl). En 

este caso B coincide con la signatura x: 

B = x, B h -L k (p„ p k ). 

Esto da tina fórmula general para los polinomios de Hirzebruch 
x = (L h lp„ .... Ph) Al 4 *). 
ejemplo 2 . B (CP") = 1 para todo n. Aquí 
B (zl) = z(/( 1 — exp (—zt)). 

Esto es el llamado «género de Todrl* T l.l/ 2 "l de las variedades alge¬ 
braicas (complejas): según el teorema (de Hirzebruch), T \M**\ = 
= ^ (—1 )'i'|. donde r¡ son las dimensiones do los espacios do las 
formas diferenciales puramente holomorfaa en la variedad A/ 8 ' 1 ! 

r t = i, r,—7'* = -^; hvi. r,= ¿-c,c 2 . 


Deduzcamos una fórmula general para la serie B (z) en el caso 
de una característica arbitraria B:Q^ —»-C. Introduzcamos una serie 
importante formal 2 ICP") y su “integral" g(z)=* 2 z "*‘- 

njali n>l> 

Le confrontemos a esta serie el valor de la característica B: 


g3(zl- 2 


I! -!- t 


Tenemos 


B (CP")—-^¡ 


ni 


dz 


¿n. i 

3 V») 


<n. 


= 2a(c/’") í ">= 1 ¿ r S § hr‘) 


i 

2nl 


i T3 U 

|ie|=e 

I zB “el 


|» f=-e 

B 


:Q i,ipiiu 2.11 


,e¡ _*£_ 

,r w3i®)-i 




< 1 


Por eso 




0 |W t*=? 
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integrando respecto a i>, hallamos: 


puesto que esta integral representa una función inversa. Así. hemos 
obtenido una respuesta general (Nóvikov): 


donde 


B (z) 


S- 1 1 =) ’ 


«»<*>- s 

n>0 


B <C P n ) 
" + 1 


z"* 1 


(3) 


III. Algunas aplicaciones de la fórmula de la signatura. 

La signatura y los problemas de Invariación de clases. 

Mostremos que en la base de la noción de signatura puoden ser 
definidas también las mismas clases características p„ on Q-coho- 
mologíns. 

Consideremos el ciclo x 6 (-W‘) y calculemos ol producto 

escalar (p k , x) sólo mediante la signatura. Es posible considerar, que 
4 k < n/2—1 (si no es así, pasamos do la variedad M" a Af X S N ). 
El cociclo y — D ( x) 6 //’"■'* (A/") es posible, multiplicando por 
1^0, realizarlo en forma de imagen con la aplicación 

hM n — S n -* — Me. 

f* («) = ky. 

Esto se deduce de los resultados dol p. II. La preimagen completa 
/- 1 M d* un punto regular x a £ S"-* k es una subvariedad con un 
espacio librado normal trivial 

i : M* k x R—** <= M \ 

donde’/* | M*\ = X* £ // 4 » (M H ). 

Supongaraos/para k— 1: 

(p t , = )ur) = i-3T(A/*'') 

en virtud de la fórmula (1) y de la trivialidad de un espacio fibrado 
normal/respccto a .tf 4 ' 1 cr Vf‘. 

Esto da una definición nueva de la clase p,. De modo análogo 
para la clase p 2 de (2) leñemos: 

(Pz, -r) = x <Pz. = K 45t + (p!. MI- 

Es posible deducir do ia fórmula general de Hirzebruch, que para 
todo k la ciase p k se puede expresar por r (M ,h ) y el producto do 
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lux cíñaos de dimensiones inferiores, lisio da una nueva definición 
de las clases p k . La definición «de signatura» permite demostrar sin 
dificultad la invariación de las clases racionales />* con homeomor- 
fismos lineales a (rozos (suaves a trozos) (véase la idea más ahajo) 
y desempeña un papel importante en la demostración de la invaria¬ 
ción de las clases p,, respecto a cualesquiera liomeomorfismos conti¬ 
nuos. Como se ve. la definición de signatura es sustancialmente ra¬ 
cional: en ella se contienen los denominadores «necesarios», por 
ejemplo. 1/7 para la clase p... Esto heno sus consecuencias: las clases 
de cohomologías con coeficientes enteros p k £ //** (Af"; Z). que, 
por definición, son invariantes del difeomorfismo. a veces son ele¬ 
mentos do orden finito; una 7-torsión de la ríase p 2 resulta no inva¬ 
riante respecto n los liomeomorfismos continuos. 

Consideremos una variedad lineal o tronos (triangulada) M n 
y su aplicación simplicial en la esfera A/" —*• s"~ th . Entonces la 
preimagon completa de la parte interior del simplex o"' 4 * cr s"~ tk 
es de forma (¡verifiqúese!) 

o"' 4 * x p-i (i/,) - /-> (o"-“) = o'-** A/ 4 * c: Af, y 0 6 o'-*\ 

donde Af 4 * es una variedad de triangulación, o por lo menos un 
complejo, para cualquier punto de la cual 6A/ 4 * tenemos "ho¬ 
mologías locales de esfera** 

H, (A/ 4 *. A/** \ a„) =-- 0. t 4*. 

// u (A/“. A/“\r # )-2. l ) 

piiouliíma 8. Demostrar que para las variedades liomológicas (4) 
es justo la dualidad de Poincarc en las homologías, está definida la 
signatura t (A/ 4 *) con las propiedades ordinarias: si A/ 4 ' 1 — ¿)W 4 * 41 , 
donde ambas son variedades liomológicas. entonces t = 0. 

Estas propiedades permiten dar una definición puramente simpli¬ 
cial (y combinotorio-invariante) de las clases p h 6 H* (Af; Q) (Tliom. 
Rojlin-Scliworz) en base a la fórmula de signatura. La clase p, £ 
£ H a (Af; Z) no admite definición combinatoria y es no invariante 
combinatoriamente (topológicamente) (Minor. Kervaire). 

Pasando al problema de la ¡nvariacióu topológicn de las clases 
Ph 6 (A/; <T.). es posible considerar todas las variedades A/ 4 * X 

X IR’ 1 cr Af » 4 * simplemente conexas. Sea n > 2. Consideremos la 
inmersión dul toro J‘"~' X !R cr R n y un dominio abierto en la 
variedad examinada: 

A/ 4 * a T*~ ! x R cr A/ 4 * x V <= Af 4 *. 

En cualquier estructura suave el dominio 

Af** x T*-* x Re Af 4 * x IR” cr Af 4 * 
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es una variedad suave. U til izando lina técnica más comlicada de la 
teoría de clasificación de las variedades suaves simplemente conexas, 
difundida al caso de las variedades con los grupos abeJianos libres 
3ij =s Z X ... X Z. se demuestra tal afirmación (variante más 
simple): si Jt, (M 4k ) = 0. entonces ol cubrimienlo suave universal 
sobre una variedad suave abierta M 4h X 2'" -1 X IR (dado en cual¬ 
quier estructura suave) es difeomorfo a M ,k X IR" —*- M 4i X fl X 

p 

X T"~ l , donde M ik es una variedad suave. Do aquí, con inducción 
por k se llega a la afirmación de que la magnitud x (A/ 4 *) = x 
define las clases características . . ., pu de un modo tipológica¬ 
mente invariante (Nóvikov). Hasta ahora no se conocen demostra¬ 
ciones de este teorema, donde se lograría librarse de, parecería, una 
utilización artificial de los dominios auxiliares con un grupo abeliano 
libre n, es en esto problema «simplemente conexo puro», por un 
planteamiento no conexo con 3»,. 

Notemos, que ya la clase p, 6 II 4 (.VA*: Q). a diferencia de las 
homologías y las clases de Stiefel-Whilney. no es un invariante ho- 
motópico (Dold). Consideremos ios espacios fibrado.s (sea •/ = 0 
para n — 4) sobre una esfera S K con fibra ó'"* 1 , grupo O — SO (») y 
todas los clases posible® p¡ (£) € AA 4 (E 4 ; 2). El espacio de tal espa¬ 
cio librado E S 4 . F =- S"-‘ tiene las células o°. o 4 , o"* 1 , o’"* 3 , 

donde da 4 = — 0, do" 45 — 0. Por eso E os del tipo 

E= (S*\J 5"-‘) U o" 43 . 

O 

donde a£n „ <z (5 4 V S"~'). 

problema s Demostrar que el elemento a es del tipo 

<*=!<»«. «n-ll + *» 

donde b £ n„+ 2 (S n ~'). I«. ól es producto de Whilehoad (véase 111, 
p. II. § 22). n 4 6 n, {S 4 )ya n 6 3t,_ t (S"' 1 ) son generatrices. Paran=5, 
ign, (,9 4 ) = £ ©(grupo finito) se encuentra en una parte finita. 

Luego, sabemos del § 10 (corolario del teorema de Cartan-Serre). 
que el grupo 3i n+! ( S a -*) para n *6 5, es finito. (Es más. en el § 10 
este grupo fue calculado para n > 5. donde 3i n+ ... (S n ~ l ) -- él, 4 ). 
Asi, se tiene no más de un número finito de las variedades cerradas E 
con exactitud de un tipo hnmotópico (para n > 5 hay no más que 
24). Estas variedades tienen dimensión n > 6. En cuanto al difeu- 
morfismo, la clase p, (|) es un invariante de la variedad E. puesto 
que p, (E) = p*p, (I) (¡verifiqúese!). 

Así, ya la clase p, es homotópicamentc no invariante para la» 
variedades de dimensión >6. Para las variedades M 4 esta clase es 
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homo tópicamente invariante en virlud de la fórmula (véase más 
arriba) 

p, = 3x Uf 4 l. 

Consideremus el caso n = 5. El ciclo básico x £ H x (A/ 5 ; 2.) puede 
ser representado en concordancia con el corolario 1 del p. 11 en for¬ 
ma de una subvariedad orientable que divido localmente una va¬ 
riedad orientable M i en dos partes (pero no la divide globalmente). 
•Consideremos un cubrimiento mínimo 

M* — A n 

p 

tal, que (p,n, (A/ 5 ). Dx) = 0, y esta fórmula define el cubrimiento 
de una manera homotópicamento invariante, liste cubrimiento so 

T 

f 1 



construye geométricamente así: la variedad Al* se corto a lo largo 
de A/ 4 ; so obtiene una película H' s tal, que 

OW* - Al* U .V 4 

(dos componentes de borde). K1 cubrimiento es de la forma indicada 
en la fig. 118: se loma uu número infinito de ejemplares de W' 4 de¬ 
signados por W\. 

Luego, hacemos 

m* = ... u w\ u iv; u h» ... 

MÍ luí Mi 

El grupo de monodromia del cubriiniento es igual a Z y actúa así: 

T(W \)- A/5,,, ,)W\ = M* U K- 

Designamos por i a la inmersión (al encaje) A/ 4 -*• -l/ 5 . Tenemos un 
ciclo x = í, (A/ 4 1 £ //, (Ai®). Es evidente que tenemos T„x = x. 
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Sea a, b g ff 4 (M s ; (Q). Introducimos la forma 
(a, b ix = iab, x >. 

lema e La /orina < a , &>; esto concentrada en algún subespacio de 
dimensión finita /Icfl 1 (ó/ s ); esto signi/ica que H\ (;W 5 ) = 4+5 
¡/ (B, b) x = 0 pora cualquier b £ //* (Xf 1 ). 

La demostración se deduce inmediatamente de la compacidad de 
la variedad M* (del ciclo a:), puesto quo (ab, x) = ((í*a) (i*ó), 

definición 4. La signatura de la forma (a, ó >' en un espacio de 
dimensión .4 se llama signatura del ciclo r (i). 
teorema í (Nóvikov). Tiene lugar la fórmula 

(p, (A/ J ), x) = 3t (x). 

corolario. Laclase p, (.l/ 5 ) g //* (,lf 5 ; Q) es homo tópica mente inva¬ 
riante. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA El ciclo ó/ 4 <= iW s divide OH düS par¬ 
tes ;1/ 4 = .1/, U d/j. Tenemos dos inmersiones: .l/ 4 A/,. í 2 : 

d/ 4 d/o. La signatura del ciclo x (x) coincide con la signatura de 
la forma en IP (A/ 4 ; Q) restringida en un subespacio Im i*, puesto 
que (ai), x) = 0, si i*a = 0 o i*b «= 0. Evidentemente, tenemos 

Im i* = Im ít f| Im <|. 

En los homologías H 2 (M*, Q) se tienen los siguientes subgrupos: 
¿ 0 = Kerf», L, = Korf„ = L 0 + N,, 

L 2 — Ker i 2 « — Lq-^- N 2 . 

Im i, cz Jf 2 (M i \ Q). 

El índice de intersección se anula on los subespacios L¡ y L, (los 
ciclos liomológicos a nulo en la película, tienen intersección nula), 
Por eso en la base 

Q> = (/-„• A'n N 2 , L,) 

forma tiene la matriz de tipo (de bloque): 



Lo 

iV, 

A', 


¿o 

o 

n 

0 

A' 

N, 

0 

0 

<? 

Y 

N* 

0 

Q* 

0 

Z 

L, 

X* 

Y * 

z* 

H’ 


donde W==W*. La signatura de esta forma coincide con la signa¬ 
tura de la forma en un subespacio L 3 (o sea, para la matriz W). 
21-01126 
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Luego, la signatura de la forma en el suhespacio L 3 cr //* (A/ 4 ; Q 
coincide con la signatura de la forma ( ab , |A/ 4 1) en el suhespacio 
Irn i* ( II■ (A/ 5 )) y, de este modo, coincide con la signatura r (c). El 
teorema queda demostrado. 

De manera quo en las variedades cerradas no si mplemente conexas 
entre las clases características racionales y un grupo fundamental, 
surge una conexión profunda cuyo estudio hasta ahora no está con¬ 
cluido ni mucho menos. Una «hipótesis sobre las signaturas superio¬ 
res» m¡is general consiste en lo siguiente: hay una reservo de las 
clases de cohomologías conexas con un grupo fundamental n, (A/ 11 ) = 
= jt, esta clase se obtiene como una imagen Im /*. donde /: Af n -r 
K (n. 1) os una aplicación canónica. Si x € (n, >&)*). en ‘ 

tonces se supone que el producto escalar del polinomio de Hirze- 
brucli de las clases carnelerísticas do Pontriaguin con el ciclo D¡*(x) 

es homotópicamento invariante: (¿* ( p¡ ./>!<)• Di* (*))• donde 

D es la dualidad do Poincaré. Para los grupos libres abolíanos (es 
decir, si x es un producto de clases unidimensionales) esta hipótesis 
está demostrada (Nóvíkov. Rojlin. Cnspárov. Hsiang, Farrell). Ella 
también está demostrada cuando n es un grupo fundamental de una 
variedad de Kicmaun compactada de curvatura negativa (Luszlig. 
Míschonko). asi como también en una serie de casos o de modos al¬ 
gebraica reducidos a estos casos, o en cierto sentido análogos a estos 
casos (Keppcll. Soloviov). Es imposible componer algunos otros in¬ 
variantes homolúpicos de las variedades cerradas de las clases carac¬ 
terísticas racionales (reales), o sea. del tensor de curvatura. 

§ 28. Estructuras suaves en la esfera heptadimensional 

El problema de clasificación de las variedades suaves 
(invariantes normales). Torsión de Reidemeister e hipótesis 
básica de la topología combinatoria 

Consideramos las variedades infinitamente diferencia bles. Se 
sabe que la variedad de clase de suavidad k Js 1 es equivalente (y 
además, única) n la variedad infinitamente diferenciable y hasta 
analítica real (Whitney). También es posible definir formalmente 
las variedades puramente continuas, donde, no son suaves los cam¬ 
bios de coordenadas al pasar de un mapa de coordenadas al otro. Es 
asimismo posible examinar (lo que se realiza con mucha más fre¬ 
cuencia los homoomorfismos puramente continuos de las variedades 
suaves. Hasta los años 50 se consideraba «evidente» el hecho de que 
en cualquier variedad continua es posible introducir la estructura do 
una variedad suave y que dos variedades suaves continuamente ho- 
meomorfas en realidad, son también difeomorfas. Esto es evidente 

*) En al álgebra de cohomología del complejo K (a, 1) se llaman cobo- 
mologías los grupos n y se designan por ¡i* (n, Q). 
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para n = i, se demuestra sin dificultad para n = 2; con grandes 
complicaciones, pero empleando métodos elementales se logra esta¬ 
blecer esos hechos para las variedades tridimensionales (Moise), 

Uno de los más asombrosos corolarios del aparato expuesto más 
arriba de la topología algebraica consiste en descubrir entre las 
variedades bastante simplos una variedad tal, que sea continuamente 
homeomorfa a una esfera suave heptadimensional ordinaria S 7 , 
pero que no sea difeomorfa a la esfera S 7 (Milnor). Como se veré más 
adelante, este efecto conduce a descubrir variedades que no admiten 
la introducción de ninguna estructura de la variedad diferenciable. 

Recordemos que con ayuda do cuatornios (véase 111, p. II, § 24) 
construíamos un «espacio fibrado de Hopf de cuatornios» 

S 7 ~ 5‘, fibra F^S». 

Esto es un espacio fibrado principal con el grupo S 3 — Sí' (2) que 
consiste en los cuatornios q. | q | = 1. que actúan en ln esfera así 

£’“{(?.• 9>). l?il z +l?2l 2 “l}. ($„ 1t) -+ (??i. qq¡), 

dando?,. q 2 . q son cuatornios. Posto que SU (2) c SO (4) = SU (2)X 
X [SU (2) (—1, 1)). entonces es posible hablar sobre laudases (x- />,). 
Vamos a estudiar ios espacios fibrados análogos al grupo SO (4), a 
los que realizaremos como espacios fibrados con fibra D* y base S*: 

E —*• S % , F=--D *, G = SO (4). (1) 

V 

El número x es igual- por definición, al índice do aulointersccción 
S* o S* donde S* c; E como intersección nula (véase III. parle II, 
§ 24). (Con mayor exactitud, x cs una clase de coliomologias de la 
base S*. % £ H* ( S*\ Z) tal. que (x- IS*1) = ó’* o S\ 

lema i El espacio OE ilel espacio fibrado (1) con fibra S 3 es Ito- 
meomorfo a la esfera S 7 si. y sólo si, % = 1. 

Demostremos que OE tiene un Upo homo tópico de la esfera S 7 si. 
y sólo si x = 1- Consideremos la sucesión exacta 

• - ■ - *« (OE) ^ n, (.$*) -1 n,_, (.9*) ^ . 

Para i — 4 el homomortismo 0: Jt 4 (5‘) n s (5*) se calcula así: 
construimos una sección no nula del espacio fibrado (1) con fibra O 1 . 
Ahora está claro que el índice de outrisección S‘ « 5* coincide con la 
multiplicidad- con la cual el ciclo ó' s (fibra) entra en la frontera 
d (cr»J en OE. Así. o [ó' 1 ] = x IS S 1 (véase (11. p. II. § 22). S. ¿ =* 1, 
tenemos 

0 —Z, —n, (OE) —*• (S i ). 

II 

0 
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Por eso 51 n (OE) = 2,. Si y = 1. entonces n¡ ( dE) = 0 para / 4, 

como so deduce de la sucesión exacta. Como ÓE tiene solamente las 
células o", o 3 , o 4 , o' y "i = 0 paca j sg 4, tenemos en realidad 
H,(dE) = nj(dE) = 0, ]<7, n^dE)^ 2. 

El elemento básico a 6 Jt 7 (dE) — Z se representa por la aplicación 
a: S 7 -*■ OE, la cual induce isomorfismo de los grupos de homologías 
(y. por consiguiente, de los grupos homotópicos). Así, OE ~ S ’. 

Hay un teorema general (Smalo, Stallings, Wallaco), según el 
cual para n > 5 la variedad de tipo homotópico S" es homeomorfa 
a S". De aquí, claro, se deduce el lema 1. Es posible, sin utilizar 
este teorema, construir concretamente algunos de los espacios fibra- 
dos mediante los cuaternios e indicar directamente el homeoinoríisino 
dE «í S 7 . presentando explícitamente una función do Morso con un 
solo mínimo y un solo máximo (véase más abajo). Si y = 1 está fi¬ 
jado, tenemos espacios fibrados con diferentes clases p,. 

lema a. Para cualquier le existe un espacio fibra do g tal, que 
p — 2 k, y = 1 (más exactamente, p, = 2 hu. % = u. donde u 6 
€ H* (5*; 2) es un elemento básico). 

Antes de demostrar el lema 2 presentaremos un meconismo que 
conduce al surgimiento de las estructuras suaves no triviales en la 
esfera S 7 . 

Consideremos la clase p, (E) = p*Pi (?), puesto quo te = T «< ® 

P* (4)- Por oso 

P, (F.) = p*p, (S) = 2/rp*u = 2to. 

donde v = p*u g H* ( E\ 2) es un elemento básico. Tenemos para el 
ciclo S* cr E 

S* o S* = 1 = (y. ISM). 

Por oso la signatura t ( E) = 1. 

Kazonamiento por el contrario: si el borde dE es una esfera ordi¬ 
naria 5’ = dD* (como una variedad suave), entonces tenemos una 
variedad suave 

E‘ = E (J £> ! , donde dE — OD 
Luego, H,(E‘)=H,(E) para 7, 

p,(£») = p, (£) = 2fco, 
t(£) = 1-(£ 8 )- 

Para una variedad suave cerrada E* del tipo homotópico 
(de un plano proyectivo de cuaternios) podemos aplicar la fórmula 
de signatura (véase el § 24): 

Pt=j(45t + p;). 
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¡Con eso el número (p s , [A' 8 ]) debe ser entero! En nuestro caso 

x = l, p\ = 4k\ 

44*+45 

P*' = T ■ 

Para le = 1 tenemos: p t = 7 para un plano proyectivo de cuaternios 
ordinario HP S . Para k = 0, 2. 3. 4, ... etc. tenemos: ¡p a es un nú¬ 
mero no entorol Contradicción con la suavidad do A' 8 . 

conclusión. Para todo k, cuando p» es fraccionario, la variedad 
dE no es difeomorfa a la esfera S 7 (aunque sea homeomorfa a S ? ). 

Es sabido, que las clases p q II lh (.1-/ n ; Q) son invariantes de los 
horneomorfismos continuos (Nóvikov). Por supuesto de aquí so 
deduce que la variedad E a para k = 0, 2 no admite la introducción do 
una estructura suave. Realmente, la existencia de una estructura 
suave para E* contradiría la invariación do la clase p, (A - ), ya que. 
evidentemente, T es invariante. Por otra parle, un análisis detallado 
muestra que para algunos otros ejemplos es posible contentarse con 
medios más simples que el empleo de la invariacióu topológica de 
las clases p, (Kervaire). 

Ahora pasemos a demostrar el lema 2. 

En principio consideremos el SO (3). que es un espacio librado 
sobre S*. Puesto que SO ( 3) = SU (2)<Z¡. tenemos una aplicación 
(transformada en un espacio filtrado) 

BSO (3) k (Z 2 , 2); F = BSU (2). 

además, n, (B) = 0. La sucesión espectral en las Z-liomologías 
tiene la forma E%, , = H,, (B-, H„ (P)) = Ep, ,, p + qs¿5: 


4 

u 

0 

u i 

0 

1 

U* 


0 ! 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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0 

V 

0 i 

w 
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0 

i 

2 

3 I 

4 
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i¡x = 0, puesto que 2 u ^0, 2x = 0, de donde se deduce, que 
H 

(BSO (3)) —>- // , (BSO (3); Z) no es una aplicación «en» Coker 
U - Z 3 . 

La clase p l £ H* (BSO (3), Q) es tal. que 
(Pi- u) = 2. 
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donde u es un elemento básico del grupo ¡In t cr H i {8SO (3); Z). De 
manera que para G = SO (3) el número (p,. IS'l) recorre lodos los 
valores pares para los espacios librados E sobre S*. 

Sumergiendo (encojando) SO (3) en SO (4) pasamos de 6 a S-el. 
donde p, (¿íl) — ¡>i (!)■ X (I®1) = (l - 

Ahora consideremos SO (4) = (SU (2) X Si (2)) (—1. 1) y 

una aplicación (espacio librado) 

BSO (4) — K (Z„ 2). F = BSU(2) x BSU (2 ). 

En la sucesión espectral para las ¿-homologías. considerando que 
rt, (/?) =• 0, tenemos 


El. 


:H„(B-, p + 9 ^ 5 , 
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Aquí 2x = 2v — 2ir 0. djj — 0, puesto quo 2u 0, 2y ^ 0. La 
aplicación II jt, (USO (4)) — II t (USO (4); Z) no es un isomorfisiuo: 
Cokcr II — Zf 

c.onci.usion Como />,. y, es una base en un espacio conjugado 
Honi (// 4 . 2). entonces y puede lomar cualesquiera valores enteros 
para los espacios fibrados sobre S*. y los pi son pares. 

El lema queda demostrado. 

Construcción directa de los espacios fibrados (Miluor). Recorde¬ 
mos (véase 11). p. II, § 24). que los SO (4)-cspacios fibrados sobre 
la esfera «so numeran» por los elementos del grupo n s (SO (4)) = 
= 2 -f Z. o sea. por los pares de los números enteros (h, j) La cons¬ 
trucción explícita de las aplicaciones correspondientes fi,i ó’ 3 -* 
SO (4) es dada por cualernios: 

fhj («)» — u"vu>, 

donde u, e f H = R 1 , | u | = 1 (o sea. u e S s ). Designemos por 
al espacio fibrado correspondiente sobre S 4 . 
problema i Demostrar, que 

X(S«) = /* + /. P,(?m) = ±2(/i-/). 

Sean los números h y / tales, que h -j- / = 1. h — j — k. Desíg¬ 
nenlas por MI a un espacio fibrado i nl (donde en la fibra está I» 
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tjsfora .5 3 ). Esta variedad puede ser pegada de dos ejemplares iR 4 x 
a. S 3 mediante la pegadura de los subeonjuntos (R 4 \0) X S s por 
un difeo morfismo 

(|comprobarlol) 

okoblema 2 Verificar, que la función / do forma 

^ ' (1 -H i» |*)V* (i+| u’ i «)‘/> ’ 

dondo u" = u (i/)- 1 tiene en .V£ exactamente 2 puntos críticos 
(«. v) — (0. +1) que son no degenerados. 

De aquí se deduce que todas las variedades M\ son homeomorfas 
a la esfera S 1 . Del problema 1 y do los razonamientos de esto pará¬ 
grafo (más arriba), se deduce que para k* 1 (mod 7) la variedad 
M) t no os difeomorfa a ¿ ,J . 

Asi, vemos que so tienen variedades no triviales de un tipo homo- 
tópico de esfora («esferas howotópicas») El conjunto do las varieda¬ 
des del tipo lioraotópico S" es cortado raspéelo a la operación do 
«suma conexa» de las variedades (véase el § 4)-. 

M” .i/; 1 ~ S". 

definición i. Dos variedades cerradas á/f y jl/jj (de cualquier 
tipo homotópico) se llaman h-cobordantes (o J-equivalentes), si so 
halla una película lE’" 1 , dW**' -= M'{ (J j»/g, además la película 
If"'* 1 se contrae n cada uno de sus bordos. 

i.cma Las clases de It-cobordisrnos de las esferas homotó picas for¬ 
man el grupo 0”. 

demostración siempre es justa la asocialividad de una suma 
conexa (no sólo para las esferas homolópicas); consideremos la 
suma do una esfera liomotópica orientable MI y la misma esfera 
con una orientación opuesta (Mf) Jf= (,V?) = M". La variedad M" 
es uria frontera de la siguiente variedad IV'" 1 (véase la fig. 119). 

Del producto M " x / (0, 1) se excluye el producto D'¿ x /, donde 
D* c M'l es una esfera (globo) pequeña abierta de radio e. Suavi¬ 
zando los ángulos notemos que dW n ‘' M n ^ M n . v TV’ 1 *' es con- 
tractable. 

Exluyendo do W"'* 1 una esfera (globo) pequeña abierta D" obten¬ 
dremos un ñ-cobordismo entre ¿W" 1 * 1 y la esfera ordinaria S". 

El lema queda demostrado. 

Introducimos las siguiente s designaciones: dP nt ' es un subgrupo 
en 0", consistente en las fronteras do las variedades (n ^-dimen¬ 
sionales que admiten la paralelización; /„ cr n w+ „ (S K ), n < 
<C A' — 1 es un subgropo consisto ule en pertrechamientos en la 
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esfera ordinaria S" cr H v ' r " (véase MI, p. 11, § 23). Tiene lugar el 
siguiente hecho: 

Cualquier esfera liomotópica I/’ 1 al encajarse (sumergirse) en 
■V v+n tiene un espacio librado' trivial normal (para n = \k esto se 
deduce de la periodicidad de 13ott (véase- el § 22) y de la fórmula de 
signatura para />*, teniendo en cuenta, que t (S n ) =0; para n ^ 
=£- '¡k, $k + 1 , 8 /í -+- 2 os un corolario del hecho de quo los grupos 



««• lio- 


homotópicos n„ (SO) — 0; para n = Sk - r 1. S/c -r 2 es el teorema 
deAdamsquese deduce de una técnica más moderna de la topología 
algebraica). 

Por oso, teniendo en cuenta la arbitrariedad en la elección del 
pertrechamiento en M n cz R :V+n . obtenemos el homomorfismo 0" -*■ 
it^ + „ (S N )/J n . El núcleo de este homomorfismo es un grupo 
dP n ’ " (comprobarlo!); 

Para el grupo dP“*' se tienen los siguientes resultados: a) dp“" = 
= 0, si n es par. 

, 0. n = 2. 4, 6, 

b) dP n,i *= i 2 2 , n=10, 

(. 0 o Z z , si n=4fc-fl, 

c) dP nt ' es igual a un grupo cíclico de algún orden finito, igual a 28 

para n = 7 (de hecho, ya hemos construido más arriba un homomor¬ 
fismo no trivial 0 7 Z,). El caso singular n = 3 no se examina. 

Los grupos r„ = n jV+ „ (S N )!J V y 0" son de la forma; 
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Así son los hechos (Militor. Kervaire) sobre los grupos de las esferas 
homotópicas 6". Tiene lugar un teorema (Smale): para las variedades 
simplemente conexas de dimensión ra 5 cualquier A-cobordismo 
W"" es trivial, o sea 1P' 1 = .\l n X I. Por eso los grupos 8" dan 
una clasificación de las estructuras suaves en las esferas, excluyendo 
las dimensiones n = 3, 4. 

Las estructuras suaves en la esfera y las clasificaciones de las 
variedades de una osfera de tipo homotópico es el mismo problema 
con n 3. 4. El grupo 8 3 es desconocido, pero no hay estructuras 
suaves no trivialos en S 3 . Es conocido el grupo 0 1 = 0. poro so igno¬ 
ra si hay suavidades no triviales en S*. 

Expondremos ahora la teoría de la clasificación de las variedades 
suaves cerradas simplemente conexas de dimensión n ^ 5 (Nóvikov, 
Browdor)*). Naturalmente surge la pregunta: ¿cuáles son las inva¬ 
riantes, excepto un tipo homotópico y una clase de equivalencia del 
espacio fibrado tangente, que definen una variedad suave cerrada? 
Para ol caso particular de las esferas homotópicas hemos indicado la 
teoría (Milnor-Kervaire) que resuelve estos problemas. El enfoque 
de este problema para las variedades generales es el siguiente: tra¬ 
bajamos con un espacio fibrado normal estable \ N con inmersión 
(encajo) M" cr R n ~ rS . definido de una manera unívoca por un espa¬ 
cio fibrado tangente t” si A r > k -¡- 1 en virtud de Ja igualdad 

x" ® ~ 0, 

Las variedades suaves de cualquier Upo homotópico no esférico, 
sin duda, no forman ningún grupo. Resulta muy útil examinar un 
complejo de Thom M (v v ) Hay una inmersión (encaje) natural 
,M n c: M (v w ) y una aplicación de todo un entorno U do la variedad 
M n en H’ M s cz S n+,v : 

V d/(v v ). 

donde dU se aplica en un punto. El entorno de U os precisamente el 
espacio fibrado v N . La aplicación de los pares (U, dU) —(.1/ (v‘ v ),*> 
se prolonga de una manera natural hasta la aplicación do una esfera, 
trasladando un complemento del entorno U en la esfera 5 V+ " en un 
punto *: 

’J’ = *„« : ¿ ,W+ “ -*■ M (v v ). 

Para la aplicación ip = ip M n tenemos 

** [5 N4_n ] =»[ilf]c H„ t!) (M (v v )). 


*) Para n = 4 de esta teoría se deduce sólo la afirmación que las varie¬ 
dades horootópicamente equivalentes son fc-cobordantes. 
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Así, oí rielo ct [A/“l es esférico. Luego, el grupo //„ + _ v (.1/ (v iV ); 2) 
es igual a 2, n < A¡ -+- 1. Como corolario de los resultados del § 10 
tenemos: 

**+» (Af(v')) = Z + Z>. 

donde D es un grupo aheliano finito. 

A la variedad .17", en virtud do esta construcción, lo corresponde 
un elemento 6 -t.v+n (.Wv*)) tal. que i|¡* [S N+ “1 = qi I«V"1. 
Por eso = 1 — ct. a 6 D. Tiene lugar la siguiente afirmación. 

m'irmaciox i (Nóvikov). a) .4 cada variedad ,\Pl para la cual es 
dada una equivalencia homotópica M\\l" (deg / — -j-1, /*v ,v „ = 
= vfj,,), que conserva un espacio jibradu normal y orientación, le co¬ 
rresponde un elemento ifj,» £ n (A/ (v*)) de forma 1 + ct, ct £ D 
(aunque, hablando en general, no uno). Para n ^= ik + 2 es jusía tam¬ 
bién la afirmación inversa. Para n — 4k -f 2 los elementos « realiza¬ 
bles» 1 — ct pueden, recorrer un subgrupo ct 6 D c D. donde D = D. 

D tiene el índice 2. 

b) Si dos tales variedades M¡ y M n ¿ resultan estar en una misma 
clase 1 + a £ rtn + x (A/ (v- v )). entonces se hallará una esfera de Milnor 
0 6 <>P 2n ’ 1 tal. que M'{ =£ H - .1/5. 

cono!, asió. Con un tipo homotópico dado y un espacio librado tan¬ 
gente (o de sus invariantes, las clases p h f H* (.17"; Q)) puede ser sólo 
un número finito de las variedades suaves simplemente conexas no di- 
feomorfas de par en par de dimensión n~¿s o (todos los invariantes cons¬ 
truidos de dlfeomorjlsmo loman valores en los grupos abelianos finitos). 

Otro teorema (Browder. Nóvikov) muestra, qué espacios fibrados 
vectoriales § sobre una variodad suave A/j‘ pueden ser realizados como 
los espacios fibrados normales ,1/g c A" * w de alguna otra variedad 
M’i de un tipo homotópico A/™: 

a) Para esto os necesario, y con n - Ü, 14 y todos los n — 2A -r 
rf* 1 •> 5. impares, también suficiente, que un ciclo <| í,W"I £ 
€ //n+w (A7 (i)) son esférico (imagen de la esfera S t '* n ). 

b) Cuando n = 4 k para la condición de suficiencia hay que añadir 

la condición «le que un polinomio de Hirzebruch de parte de las 
clases p, (|). p h (\) coincida con la signatura t IM?1. Es evi¬ 

dente la necesidad de esta condición, véase más arriba la fórmula 
do signatura. 

En efecto, este teorema puede ser formulado de una manera más 
general (Browder): es posible suponer que M\ no es una variedad, 
sino sólo un complejo en cuyas cohomologías con coeficientes enteros 
(que no son locales, sino globales) se tiene la dualidad de Poincaré. 
Se pregunta: ¿ cuándo el complejo A/j es de tipo homotópico de la 
variedad suave cerrada ,1/5? Para eso es necesario y suficiente que 



§ 28. Estructuras suaves en las variedades 


331 


so halle un espacio fibrado estable | sobre M", donde el ciclo <p (M'¡) 
es esférico y se cumplen las condiciones a) y b). 

Cuando n == ik + 2, son justas las variantes de lodos estos teo¬ 
remas, pero se formulan de una manera más complicada; aquí no los 
presentamos. 

problema 3 . Demostrar que tenemos para el caso de esfera M" = 
= S n : 

= V 5 n -". 

(M (v-v» = Z + i., v * n (5 V ), 
es decir, D= n N ,„(S n ). 

Para calcular ol grado de multiformidad de este «invariante nor¬ 
mal* i|i al n 6 Ji,v + n (M (v«)) hay que examinar un grupo de clases 
homolópicas de las aplicaciones de un espacio fibrado normal que 
tienen el grado +1 en la base; 

flP‘ L. M-, v-' -4 v*. 

Esle grupo actúa en ol complejo de Thorn M (v v ), las órbitas de 
acción en los elementos tolerables de tipo 1 -j- o. de n, v + „ (A/ (v w )) 
corresponden exactamente a las variedades con exactitud de adición 
de las esferas de Milnor de los subgrupos OP"* l : AF¡ —*-.1/7 # 0P" +l . 

t'ftoiu-EMA « Demostrar que para M" = S u el grado de inullifor- 
niidad se reduce a la faclorizarión n. v + tl (S' v ) ./". Calcular el grupo 
do clases homotópicas do los automorfismos de variedad con un 
espacio fibrado normal para 1 /*. n, (A/ 4 ) — 0; mostrar que este 
grupo actúa transitivamenle en un conjunto de los elementos de 
lormo 1 -f a. Calcular ostos grupos para CP" y S h X S‘ 

Prestemos atención a una propiedad más interesante (que puede 
ser establecida elemcutaliuenie) de las equivalencias homotópicas 
que conservan un espacio fibrado normal establo. 

teorema i (Mazur). Si f: M’¡ —,U" es una equivalencia homotópica 
tal. que /* vj = v'', entonces los espacios E¡ y E t de los espacios fibra- 
dos \f y v¡ i con fiora (' son dijeomorfos (aquí no se supone el carácter 
simplemente conexo). X > n — 2. 

demostbaciox. Consideremos la aproximación do la aplicación 

f: A/ - " —*• jl/J cr E¡ con ayuda de una inmersión suave /: .1/" a E¿ 
y la aproximación y: M. ¿ a E, de una aplicación «inversa» g: ,W¡¡ — 
-*■ \P‘ a donde fg — 1 y gf ~ 1. Consideramos que .V > n + 1. 
Ijos espacios librados normales respecto a las imágenes f (A P‘) cz £.¿ 
y g (,1/j) ez E,. son v¡' y v v . por condición. Por eso hay un difeomor- 
i'israo <fe los dominios £>¡ a; y D\" formados por vectores de longitud 
<1 en ambos espacios fibrados E t . E, en los e-entornos U, y U, do 
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las inmersiones / (.!/") cí¡yj (.1/") cr E x : 

V-P.cí,, D," L\<=E,. 

Notemos lo siguiente: {/, U z c D['\ Están definidas 

las aplicaciones: c/tD"' FC: O 1 , 1 ' -r- O 1 , 3 '. Es posible con¬ 

siderar que el entorno í 7 , contiene y el entorno V z contieno 
.1/'" junto con sus 6-entornos D'§‘ y í>k" respectivamente, con 6 sufi¬ 
cientemente pequeños. En efecto, prestemos atención a que el en¬ 
lomo V. t contiene una imagen diícomorfa GE (ü\"). Con esto, la 
imagen de la sección nula es homotópica a sí misma. Por eso. me¬ 
diante un difeomorfismo de toda la variedad E, inmóvil para todos los 
vectores de longitud >1/2 e isotópico a un difeomorfismo idéntico, 
es posible hacer coincidir esta imagen con el entorno de la sección 
nula (véase 111, p. II, § 10). Aquí un papel importante desempeña la 
condición (le estabilidad N > n -f 2. que permite emplear el teo¬ 
rema de Wbitnoy. (Además, el lector verá fácilmente, que esta afir¬ 
mación se deduce del teorema de Smale formulado más arriba en el 
caso simplemente conexo. Poro damos la demostración del teorema 
de Mazur también pora las variedades no simplemente conexas.) 
Tenomos el diagrama de difeoniorfismos e inmersiones (encajes) 


ti' 

u 

u 



tii> 

u 

U, 

V 


¡y y? 

Sin embargo con ayuda de un alargamiento canónico E¡ ^-E/ 
en 8-‘ veces es difeomorfo de D\”, con eso el tamaño do U, también 
se aumenta en ó -1 veces. Obtenemos, iterando ol alargamiento múl¬ 
tiplemente: 
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Puesto que U C’ 2 ( - j = E l = |J entonces una sucesión hin- 

i ' __ i 

diada de difeomorfismos : U 2 D'¡-¡ en el límite da un 

difoomorfismo E, E z . El teorema queda demostrado. 

corolario i. Los complejos áe Thom de los espacios fibrados 
v'\ vj 1 ' sobre las variedades Mí y Mí son homeomorjas continua¬ 
mente: 

M (v*) « .1/ (vf). 

La demostración es evidente. 

problema s. Si n = 3. entonces todas las variedades orienta bles 
son paralelizables ( demostrarlo ). 

corolario 2 Las variedades de lente L\ (q¡) (/ = i. 2). si son ko- 
motópicamente equivalentes (es decir. q¡ = X 2 g r 2 . donde 7 ,. q „, \ son 
residuos no nulos de módulo p. p es simple), tienen productos directos 
di/eomor/os en V. n > 5 (véase el § 11) R 5 X L% ( 7 ,) = L\ (? 2 ) X 
X ¡l 5 . 7 , = Wq 2 . 

Los complejos de Thom de los espacios fibrados M (v,) y M (v t ) son 
homeomorjos. 

Un hecho importante (Milnor): en el complejo de Tlioui M (v) 
hay un punto especial (*) a M (v), el cual está colocado de una ma¬ 
nera combinatoria (con partición simplicinl) como un cono sobre la 
frontera de una «estrella»—espacio fibrado v, con fibra S"~ l ; los 
invariantes combinatorios do la frontera do la estrella son invarian¬ 
tes del mismo complejo. Si la esfera S”~ l es par. y el espacio fi lirado 
V/ es producto directo, entonces, la torsión de Reidemeistcr es de la 
forma 

n (¿J. (7) x S"->) = R (L% (7)) x X 

donde x os característica de Eulor (|Vorifíqiiese!) En particular, puede 
suceder, por ejemplo, que p = 7: 

n (¿J (<?.)) x X (•?"-*) ^ « (L' p (7,)) x X( 5 -‘). 

donde x (S n "') = 2. Por eso los complejos do Thom M (v,) y .1/ (v„) 
son no equivalentes combinatoriamente, aunque sean homeomorfos. 
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S. P. Nóvikov 


SUPLEMENTO 1 

TEORIA ANALOGA A LA DE MORSE PARA 
LAS FUNCIONES MULTIFORMES. 

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS PARÉNTESIS 
DE POISSON. 


Sea M una variedad suave cerrada de número finito o infinito 
de dimensiones (por ejemplo, algún espacio de curvas (caminos) que 
unen dos pontos x a y x t de una variedad suave W m o un espacio do 
curvas curradas orienladas que son aplicaciones suaves de las cir¬ 
cunferencias on IV’"). Domos una 1-forma cerrada <o en la variedad 

« P 

M; existe un cubrimiento (de hojas infinitas) M >-* M tal, que la 
forma p*io es una diferencial do la función (un ejemplo más simple es 

¡o = dtp en IR 3 N.O = M, donde Af es una superficie do Rieraann do 
logaritmo): 

p*a> = dS. (1) 

Llamaremos a 5 «función multiforme» en la variedad AI. En caso 
de dimensión infinita supongamos que en los puntos críticos (esta¬ 
cionarios) ( dS = 0 o (o = 0) la función 5 tenga una segunda dife¬ 
rencial drS que tiene un número finito de cuadrados negativos («índi¬ 
ce de Morse») y un grado finito do degeneración. De hocho vamos a 
examinar sólo un caso, cuando lodos los puntos críticos no son dege¬ 
nerados. o bien forman variedades críticas no degeneradas (véase el 
S 3). También supongamos, que S tiene un «descenso gradienlal» 
correctamente definido, es decir, en la variedad M cualquier con¬ 
junto compacto al descender por el gradiente S ora pende en un punto 
crítico, ora pasa sucesivamente por todos los niveles de la función S 
«hacia abajo». 

Problema: construir una teoría análoga a la de Morse para estimar 
el número de los puntos críticos de una función multiforme S (es de¬ 
cir. de una 1-forma cerrada o>) de cualquier índice do Morso i. De¬ 
signemos al número de los puntos estarionarios con índice de Morse i 
por m, ( S) o por m¡ (o>), p* tu = dS. 
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Es posible en el grupo H¡ (.V, Z) escoger tal base (yi. • • •• 7». 
Va+i» • • •• Y,y)- Que 



0 , 

*>¥■ 0 , 


¡>k+ 1 , 

7<fc. 


( 2 ) 


además, todos los números x; con / — 1 . .... fe son lineal mente in¬ 
dependientes con coeficientes racionales (o onterosl. El número 
k — 1 so llama «grado de irracionalidad» de la forma. Un grupo do 


raonodromia de un cubrimiento mínimo p : M —*■ M, que transforma 
<e en una diferencial do una función unívoca dS = p*<a, es igual 
exacta monte a Z\ que os un grupo absliuno libre con fe generatrices 
/„ .... 4 que actúan como desplazamientos en \I 


t.: M -* M. 


De hecho el exponento de la irracionalidad es un punto dol espacio 
proyectivo 


x = (k, : * 2 : Xj : ... tx*) ÉRE*- 1 . 


Un caso especialmente siroplo e interesante es fe = 1. cuando la 
forma (o da un elemento de un grupo con coeficientes enteros de co¬ 
homologías Icol g H' (ilí, Z). En esto caso, el exp {2ni5} es una 
función univoca de valor compiojo, por módulo igual a 1. o sea, la 
aplicación 

f-exp{2ntS):M -S 1 . (3) 


El problema sobre la construcción de una teoría análoga n la de 
Morsa para los puntos críticos de talos aplicaciones es, sin duda, de 
aspecto clásico, pero esto problema recién fue examinado en la li¬ 
teratura en el aSo 1981. 

Examinemos ejemplos de dimensiones infinitas de las «funciona¬ 
les multiformes», que conducen de una manera natural a los proble¬ 
mas más arriba planteados. Sea 1E™ una variedad do Riemann con 
la métrica completa gi¡ ( x ) en la cual está dada una 2-forma cerrada 
S2, dQ = 0. Definimos un recubrimiento \V m — (J U a por tal fami- 

o 

lia do dominios, que 

a) la forma £2 os exacta en cualquier U a i 

Q\U a =d* a . (4) 

b) para cualquier aplicación suave y del segmento / o de la 
circunferencia 5 l en !E m existe un dominio U a tal, que y está com¬ 
pletamente en U a . 

Consideremos la variedad M = £2 (ji 0 , *i. W m ) de las curvas 
(caminos) que unen dos puntos, o M — £2+ ( ÍV m ) de las curvas ce- 
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iradas orientadas y recubrámoslas con los dominios M = (jjV a , 

donde N a consta de todas las curvas y cz U a . Cada intersección 
N a n-iVp se representa de la forma ¡V a fl -V» = U donde q es 

el número de la clase de homologías de la curva en //, ( U a fl D’#. IR) 
cerrada o con dos extremos x 0 , x¡. En cada conjunto N a definimos 
una funcional unívoca 

■ 5< “ > {?} — $ (di-*.). (5) 

V 

lema i. En las intersecciones N'¿f¡ para cada q la diferencia de 
las funcionales 6'“'{y}—5 lf "{y} es una constante. 

Efectivamente, la diferencia de las funcionales se représenla de 
forma 


(*„ — *«). ( 6 ) 

V 

donde di|; a — di]',,. Por eso, para cada clase de homologías q esta 
integral es una constante. El lema queda demostrado. 

Do manera que un juego de las funcionales S w define una «fun¬ 
cional multiforme» S tul, que 6S es una 1-formo dolinida de manera 
global en la variedad do dimensión infinita M. 

Este ejemplo se generaliza naturalmente: sea dada alguna funcio¬ 
nal univoca bastante regular S 0 (y) para las aplicaciones suaves 
V : y -*■ 1E" 1 de dos variedades do Riemann completas, sean dados 
una (l -f f)-forma cerrada SI en \V", dSl = 0 v un recubrimiento 
H’ m =• U </« tal, que 

a) SI | U a = di)j 0 . 

b) Para cualquier y hay un número a tal, que la imagen de* y so 
encuentra completamente en el dominio U a . 

Por analogía a lo antedicho en la variedad M de todas las apli¬ 
caciones V -»- W m («campos de Clural») surge una «funcional multi¬ 
forme» S « S„ + f if. a (véase 141, § 5). 

V 

Volvamos al caso 1 = 1, cuando para las métricas de Riemaiui 
completas g,, en la variedad VF m y para cualquier 2-forma Q los 
índices de Morse de todos los puntos estacionarios son finitos y el 
haz del descenso gradiental a M está definido correctamente. Tal 
situación surge para el análogo de la llamada «funcional de Mauper- 
tuis-Fermat»: trayectorias del movimiento de una partícula cargada 
en un campo potencial de fuerzas u (x) y campo inagnéli co Q en 
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la variedad do Riemann W m (aquí m = 2 ó 3) con una energía da¬ 
da, los E se definen como extremos de la funciona) 

5{ V }= ¡ (d7 E -A,d^), (7) 

V 

donde 

(d ¡ E ) 2 = 2 m (E-u (*)) R,j di' ( 8 ) 

d(Aj<lx') = a 

(véase III, p. I. § 33). Aquí el campo magnético Q se considera 
2-forma exacta. Para las 2-formas no exactas de Q llegamos a las 
funcionales multiformes. Siempre en adelante supondremos cumplida 

la exigencia de la completitud de la métrica l E . En la variedad com¬ 
pacta 14'” esto se equivale a la condición 

E>m&xu(x). (9) 

w m 

Para las variedades no simplemente conexas IV"" (por ejemplo, para 
el toro W” = T m ) puede darse esta situación: a pesar do todas las 
construcciones anteriores y la inexactitud de la forma íí, a posterior! 
la 1-forma ó S resultará ser exacta sólo por que el mismo espacio do 
curvas M os simplemente conexo. Para la exactitud de la 1-forma 
(65) y uniformidad de la funcional S es suficiente que la forma Q 

en un cubrimiento universal se vuelva exacta q: W m W m . = 
= A|>. Esto es correcto, si la clase de cohomologías de forma IHJ 6 
€ H* (H' m , R) so contiene en un subgrupo conexo sólo con el grupo 
fundamental: 

[Qietf 2 (n„ R)c// 2 ( W n , R). 

piioblema i. Hallar la condición suficiente para que la funcional 
S en un espacio de curvas cerradas tome valores negativos tan gran¬ 
des como se quiera (condición en el grupo n, y en la clase de homolo¬ 
gías ífil 6 2? s (Ji„ R)). , . . J . . 

Esto no puede ser cumplido para las variedades simplemente 
conoxas 4F m . Las integrales de 1-forma (dS) por los ciclos básicos en 
M y el grado de irracionalidad de la forma cu = (8 S), son definidos 
por un juego de integrales de 2-forma £2 por los 2-eiclos en H 2 (14 ”, Z) 
y coinciden con ellas. . 

Algunos sistemas importantes de la mecánica clasica se reducen a 
las extrémales de las funcionales de forma (7) (Nóvikov — Shmelzer): 

1. El problema do Kirchhoff sobre el movimiento del cuerpo 
sólido en un líquido ideal cuyo movimiento es potencial y el cual 
está en el infinito; 
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2. El problema sobre el movimiento del cuerpo sólido en torno a 
un punto inmóvil en un campo simétrico respecto al eje —en parti¬ 
cular. constante— de gravitación (trompo, giróscopo, etc.). 

Estos dos problemas se describen por las ecuaciones, las cuales 
son, después de algunas transformaciones, sistemas de Hamilton 
en el álgebra de Lie L = E (3) de un grupo de movimientos de un 
espacio euclídeo tridimensional, donde el espacio de fase es un es¬ 
pacio conjugado L*. Escogiendo la base (e*) en L* representamos 
cualquier elemento en forma 

«•-SW. (10) 

con todo oso, l¡ £ L son formas lineales en i", L = (£*)*. Por defi¬ 
nición, el paréntesis de Poisson para cualesquiera funciones / ( l *) 
en L* se define, partiendo de las siguientes exigencias. 

1, EJ paréntesis de Poisson de dos funciones lineales en L* —o 
sea, de los elementos del álgebra de Lie L — coincide con su conmu¬ 
tador en L: 

{l„ lj)=C*jl k . (11) 

2. El paréntesis do Poisson de cualesquiera funciones en L* es 
definido por la exigencia 1 junto con los axiomas generales a los 
cuales satisface la paréntesis: bilinealidad. antisimetría, identidad 
de Jacobi y fórmula de Leibniz para la multiplicación de las fun¬ 
ciones 

{fg, h} = (/. h}g + {g, h}f. (12) 

Hablando en general) el paréntesis de Poisson de cualesquiera 
funciones en la variedad .V« CO n coordenadas locales (**, . . ifl) 
es definido por el tensor h i¡ (x) = ~h ¡i (x) según la fórmula 

{/.*>-*«<*)•£■!&■. (13) 

La exigencia do que lo fórmula (13) defina el paréntesis de Poisson, 
es decir, que sea justa la identidad de Jacobi, introduce restricciones 
sobre el tensor h‘’(x): si det h. l¡ =£ 0 , entonces la 2 -forma h — 
= h- t dx' /\dx ¡ , inversa al tensor h i¡ , debe ser cerrada: dh = 0 . 
h u h ¡k = . 

Un caso simplísimo h i¡ = const apareció en el formalismo de 
Hamilton clásico, que surge del cálculo de variaciones (véase 111. 
p. 1, § 33). El siguiente caso h*>, función lineal de x. se discutió 
intensamente en la bibliografía los últimos 15 años, puesto que 
h {> (x) = CfiX*. donde el’ resulta un juego de las constantes estruc¬ 
turales del álgebra de Lie (esto se deduce de la identidad de Jacobi 
para el paréntesis). 
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Por lo visto, el caso de los paréntesis cuadráticos A 1 ' = e¡,Íx''x‘, 
según x. resultó también muy interesante y ahora lo empezaron a 
estudiar (Sklianin, Faddéev). 

Nos importa un caso «lineal según a:» de las álgebras de Lie. más 
estrictamente, del álgebra de Lio L = E (3). Escojamos una basr 
estándar de generadores de esta álgebra (-•!/,• At t , M a , p\. p a - p a ) 
donde los generadores p¡ corresponden a las traslaciones y 3 f¡ a la 
torsiones. El paréntesis de Poisson (11), por definición, es de formi 
de conmutadores en L — E (3): 

{3/,. Afj} = S *ukMki j 

(3f«, e, ,*/>*. (14 

{ PiPj > = O- 

El hamiltoniano del sistema II (Ai. p) en el problema de líirch 
hoíf coincide con la energía del sistema cuerpo-liquido y es una form, 
cuadrática positiva do las variables (A/, p) on el espacio L* (son po 
sibles los términos lineales en H. si el cuerpo sólido no es simple 
mente conexo): 

H ■= S a ijM i Mj 4- 2 b,,M,pj + 2 c,)p,pj, (15 

Para el movimiento de un cuerpo sólido (trompo, giróscopo) en ui 
campo de gravitación simétrico respecto al eje U ( z ) en torno a ui 
punto inmóvil el hamiltoniano en el espacio /.* es do la formo 

H-='Za„M,Mi+Vld l p l ), ( 16 , 

dondo d' son constantes definibles por la posición del centro de masas, 
y son puntos de fijación. La forma cuadrática ¿]a¡jMiMi so supone 
positiva siempre. En el caso (16) ¡te tienen restricciones a esta forma 
como desigualdades, las cuales no se tienen en el problema de Kirch- 
hoff (15). 

Las ecuaciones de movimiento son de forma 

JV/| = {H. A/,}. P, = {H, Pi}. (17) 

Además de la energía H = las magnitudes (integrales) que se 
conservan de forma general para los sistemas (17) son tales funciones 
I, (M. p). que 

{/,. M,)*m {/*• P(} = 0 (18) 

para todo i = 1. 2, 3 (es decir, anulador del paréntesis de Poisson). 
Estas magnitudes que se encuentran, como resulta, en el centro de la 
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llamada «álgebra envolvente» del álgebra de Lie, en el caso dado se 
reducen a dos magnitudes («integrales de Kirchhoff»): 

/» = S pt. /*=2 A/,P| (19) 

(verificar (19) mediante un cálculo elemental). 

En el problema sobre el trompo (giróscopo) las magnitudes p¡ 
son tales, que /, = 1 siempre. En este caso la integral /, se llama 
«constante de áreas». En las superficies de nivel / 8 = const = ps 
los paréntesis de Poisson son definidos por las fórmulas (14), y la 
matriz k° (x) en esta variedad cuadridimensional para p =£ 0 es no 
degenerada: det h ij ñé= 0. Por eso se define una 2-forma «simpléctica» 
h = h¡¡ dx l f\dx’, hijh ik = Ó*, donde dh = 0. La forma h dependo 
do la magnitud de los niveles /, = p 4 , / 4 = ps. Se tiene el siguiente 
lema importante. 

urma 2 El cambio de variables 

¡,1 = 0 . yí = (p, ?j-=p 6 . Í 2 = p„. Y=*y- 

0< <r <2n, --J < A. 

p sen 0 — p s , M, — vp 3 — — p 9 , ( 20 ) 

pcos 0 cos<p = pj, M t —ypz = p v tg 0 son<p + p 0 cosip, 
p eos 0 sen q> = p¡, M, — yp, = p v tg 0 eos <p — p 0 sen (p 

reduce el paréntesis de Poisson en las superficies de nivel f¡ = p~-¿= 0. 
f 3 = psa la forma 

{y a ,</)=0, <»■, tt)-AC. {?„I 2 )=4cosO ( 21 ) 

Con eso, la 2-forma simpléctica adopta el aspecto 
2 

h = 2 dy“A^io + *c° s 0 ^ 0 A¿ t P =, 'o + ^- 

a—l 

donde Q es una forma cerrada en S 2 . 

Topológicamente la superficie de nivel /, = p s =& 0 , /, = ps es 
difeomorfa a T* (,S 2 ), un espacio fibrado tangente sobre la esfera S 4 . 
La integral por parte de las formas h y Q por un ciclo básico l.*» 2 ) £ 
6 H % (T’ (S s )) = Z es de la forma 

n I.Í Q = 4ns =>4ji/j/r 1,2 . 

S> [S*l 

La demostración de este lema se obtiene por cálculo directo. La 
estructura topológica de las órbitas /, = p 4 , f 3 — p, es casi evidente- 
debido a la forma do las integrales /,, f t . 
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Tropezamos con los paréntesis de Poisson en T* (M n ) de forma 
h = h„ + donde Q es una 2-forma cerrada en Ja base M*. Tal 
paréntesis do Poisson equivale o la inclusión en el sistema de un 
campo magnético formal Í2. Do manera que las trayectorias de movi¬ 
miento en los problemas de Kirchhoff y de trompo (giróscopo) pueden 
ser obtenidas del principio de «Maupertuis—Fermat», os decir, do la 
funcional de forma (7). la cual es multiforme para s ^ 0 o / a =5* 0 
(para un giróscopo clásico la «constante de áreas» es distinta de coro). 
El hainikoniano II on las superficies /, = p- 0, / a = ps en las 
variables (20) es do forma 

* — 1 -K(II) lab+A- (v)b+U(y). 

y el paréntesis do Poisson se defino por las fórmulas (21). Este siste¬ 
ma es equivalente en el dominio — ,V S N.(P, 1J P¡) (P¡ y P. ¿ son 
los polos superior e inferior) a un sistema de Lagrange definible por 
una funcional de acción mecánica 


.S’ <a> {v)= j — U(y) — A„(y) — sson0<p) dt, (22) 

Y 


donde 


g a t.g° C =6b, Aag™ = i4 c . jp = 0, p 2 =-«p, 

U = (p —1- A a A b Bah ) • 

La funcional S os de forma de la funcional de acción de una partícu¬ 
la cargada sobre la esfera S s con métrica g a ¡, en un campo potencial 
U ( x ) y en un campo magnético Q lt = d,A t — d a /4 l de un «monopo- 
lo» no trivial, puesto que para s»t0 un «campo magnético» es no 
trivial topológicamente. El papel dol número ce para el dominio 
ZI a en la esfera S a lo desempeña el par de polos opuestos 

“ = (Pi U Ps). 

Para el recubrimiento 5 a = Utfa (véase más arriba) se cumplen 

a 

aquellas exigencias con cuya ayuda se definió la funcional multiforme. 
Así, en nuestro caso, 5 es una funcional multiforme con s ^ 0. de 
-acción de este sistema, la cual depende del nivel (p, s). 

Con una energía E dada, las trayectorias de movimiento es po¬ 
sible obtenerlas de la funcional de Maupertuis—Fermat, que es 
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multiforme también, donde 65 es una 1-forma cerrada de dimensión 
infinita 

3< 0, = j (d7 E -Á*'dy°), 

V 

<«*-^2 (E-U) (23) 

Para £>máx U (y) Ja métrica l E es completa. 

Destaquemos una propiedad explícitamente importante de una 
funcional unívoca o multiforme de forma (7): 

en un espacio de curvas cerradas orientadas M — £2+ ( S 3 ) las 
curvas de un punto forman una variedad crítica no degenerada de 
los mínimos locales. Normalizamos la funcional 5 en un cubriente 

con hojas infinitas p: M —,1/ (donde S es unívoca) de tal manera: 
en un compononte (sea nulo) de una preimagen completa p- 1 (5 1 ) = 
= y 5n de la variedad de las curvas de un pirulo, la funcional es 

n 

igual a cero, 

5(5J)=0 

S(5J)=n f j Q = 4nní. (24) 

S 1 

Es evidente la generalización do esta propiedad en cualesquiera 
variedades W*. 

Utilicemos estas propiedades del espacio de curvas cerradas. 
Unamos con un segmento 1(0, 1) dos componentes de los mínimos 

locales en el cubriente ,1/ de tal modo, que el punto 0 se encuentra en 
5J y el punto 1 se encuentra cu S } c: -U. Comencemos a desplazar 
monótonamente este segmento «hacia abajo» por el gradiente 5, 
obteniendo un segmento / r , t > 0, I 0 — /. Vemos lo siguiente: 

a) son inmóviles los extremos para todo t; 

b) ináx 5 (/ T ) 4ns. ya que en los extremos hay un mí ni- 

T—COflit 

mo local. 

De esto, junto con el principio conocido de minimax se deduce la 
existencia de un punto crítico de ensilladura que tiene índice 1 en 
un caso no degenerado. 

Así, es justo el siguiente feo rema. 

teorema i (Nóvikov). Para lodos los valores de los parámetros 
(/:’, p. s) con la condición (!)), existe una trayectoria en el problema de 
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Kírchhoff y de movimiento del trompo ( giróscopo) que es periódico en 
el sistema conexa con el cuerpo. 

observaciones. a) Varios mecánicos, utilizando los métodos de la 
teoría de las perturbaciones, obtuvieron de una manera más explí¬ 
cita talos familias cerca do los casos integrables. La posibilidad da 
prolongar esas familias en los valores de los parámetros que están 
lejos do los casos integrables quedaba sin demostrarse; h) para la 
constante nula de áreas s - 0 en el proldoma sobre giróscopo surge 
una funcional univoca en S 2 equivalente a la métrica, en virtud del 
principio de Mauperluis—Fermat. Este resultado fue obtenido ante¬ 
riormente mediante otro método (Kozlov. Jarlámov). Aquí, para 
E > máx U (r) es posible utilizar los teoremas ya conocidos de 
Liisternik— Shnirelman; para E 57 máx U el estudio fui? hecho por 
Kozlov. 

Ahora pasemos a un problema puramente topológico sobro la 
construcción de la teoría análoga a la de Morse para las 1-formas <* 
en las variedades suaves cerradas de dimensión finita .1/ = M". 
En el caso más simple, si la forma <•? re-presenta una clase de coho¬ 
mologías con coeficientes enteros Icol 6 H l (M". IR), llegamos o la 
aplicación en uno circunferencia 

/ = exp (2 ji/S): M" 5\ S - i : M — 11. 

Consideremos ese caso. Si no hoy puntos críticos, la aplicación / 
define un espacio filirado suave con base U = S'. Un Z-cubrimiento 
cíclico .1/ \í" se construye de tal manera: realicemos mediante 

una subvnriedad A'"" 1 el ciclo /) Iwl £ H„.¡ (.11". Z), donde ü es el 
operador de dualidad de Poincaré. Corlando la variedad M” por el 
ciclo A'"" 1 obtendremos una película ft m con dos bordes (¡\V = 
= A "- 1 (J /Vi' 1 que son difeomorfos a .V -1 (véase también el § 27). 
Tomemos un número infinito de ejemplares de osla película TV sí 
■sí W t con fronteras úW, — A : , -0 (J N,, x que son difeomorfas a 
A’"- 1 . Los peguemos unos con otros a lo largo de los bordes según 
los números indicados de los componentes de la frontera 

M = U W,, N i-i.o = 'V,,. —oo<i<oo. 

»>(>-» 

Es posible considerar, que la variedad .Y" -1 = .Y" -1 está escogida 
como una superficie de nivel de la función .V (o la proimagen completa 
de un punto con aplicación / •= exp (2xiS)). El operador de mono- 
dromia actúa así: 

t:W,<-~W lt . t . A',.,, —>• .V |., = A' /il>0 , M — hl. (25) 

En concordancia con los principios generales, la función S debe 
engendrar un complejo celular (véase el § 15). Sin embargo en nues¬ 
tro caso no se cumple una exigencia importantísima, en la cual se 
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fundamentaba la teoría de Morse ordinaria: en esta teoría siempre 
era necesario que los dominios de menores valores S ^ a fueran re¬ 
lativamente compactos en un caso de dimensión finita o infinita. 
Esto no es justo en nuestro caso. Pero también en nuestro caso de 
cada puuto crítico de índice i sale «hacia abajo» por los niveles una 
«superficie de descenso rapidísimo», la cual (o su pequeño movimiento 
si es necesario) es natural considerarla «célula». Sin embargo, esta 
«célula» puede alargarse por los niveles S hasta —oo; en su frontera 
algebraica puede ser incluido un número infinito de las mismas «cé¬ 
lulas» de dimensión i — 1. Para un desplazamiento t: M -*■ M la 
función S que se transforma en sí misma con complemento de cons¬ 
tante. aplicando los puntos críticos en los puntos críticos. Así, 
llegamos a las conclusiones: 

a) cada punto crítico define una generatriz libro en un complejo 
que nos interesa; 

b) la frontera de la célula puede ser combinación lineal infinita 
de las células de este complejo, las cuales se encuentran «más abajo» 
por los niveles de la función S. es decir, que van hacia el oo sólo en 
una dirección en M\ 

c) todas las «células» se obtienen do un número finito do las bá¬ 
sicos. mediante diversos desplazamientos en los elementos t m ! dol 
grupo Z que actúa en M. 

Introduzcamos un anillo compuesto do las series de Laurent de 
forma 


S «M 1 . 

-00<COIl»t</ 


( 26 ) 


con coeficientes enteros mj que se anulan para todo / negativo bas¬ 
tante grande. Designamos a este anillo por Z+ lí, í- 1 ] = K. Al 
complejo celular engendrado por una función multiforme en la va¬ 
riedad M" o por la función S en ol cubrimiento M -*■ M", lo consi¬ 
deramos como un complejo libro de /C-módulos C con un número fi¬ 
nito de generatrices (puesto que el número de los puntos críticos es 
finito). El complejo C es do la forma 

o—. -^C,-t-C 0 -*0. 

donde d es un homomorfismo de K-módulos. Notemos, que a dife¬ 
rencia de la teoría de Morse ordinaria aquí es posible la situación 
C„ = 0, C n = 0. Es más. on cualquier variedad ¡ V" hay lina 1-forma 
cerrado de cualquier clase de cohomologfas no trivial lio] 6 //' (,!/". 
z> lal, que no hay en absoluto mínimos ni máximos locales (es decir. 
Co = C n = 0). 
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Para los productos oblicuos M" con base S‘. hay una forma <o sin 
puntos críticos, os decir. C n = C„.¡ = ... = C B = 0. 

Tiene lugar el siguiente lema. 

lema 3 Las homologías del complejo de K-módulos C. engendrado 
por cualquier 1-jonna suave cerrada <o son homotópicamente invariantes. 

Sin demostrar este lema sencillo, vemos que los invariantes de 
esos grupos de homologías pueden ser utilizados para obtener aná¬ 
logos de las desigualdades de Morse en caso de las funciones multi¬ 
formes que engendran una aplicación en la circunferencia 

esp (2 nlS) : Ai“ -*■ 5‘. 

El anillo K es bomológicamente unidimensional (si los coeficientes 
do serios (20) son elementos de un campo, entonces K os también 
un campo). Por consiguiente, los submódulos de los módulos libres 
son siempre libres. Esto permite escoger bases libres en los grupos 
(módulos) do los «ciclos» Z k = Ker d cz C„ y do las «fronteras» 
Ii k a Z k . A la diferencia de rangos de esos módulos la llamaremos 
«número do Uetti» y la designamos por h k (Ai". a), donde a = (tú). 
b k (;»/". a) = rang Z„ — rang D k . 

Los análogos de los números de torsión q k (Ai". a) se definen así: es 

posible escoger bases libres (e¡. e'&) do módulo Z¡, y (<*¡. . . . 

. . ., e}). de submódulo fí k . donde A — L = b k con las siguientes 
propiedades 

+2 n, k t k \ + 2 q,j(t)e„ 

\ »5>1 / l>t 

además: 1) el número n¡ se divide en número «i +I ; 2) los grados da 
todos los términos de series q¡j (/) son no negativos; 3) los números 
q,¡ (0) ^ 0 )• su dividen por n¡ para todos los i, f (si la serie q,¡ no 
se anula idénticamente). 

Un número general de los índices j tales que n, 1, so llama nú¬ 
mero do torsión y se designo por q k (M n . o>). El número q k + b k 
coincide con un DÚmero mínimo de generatrices de módulo H k — 
== Z k lfí k . 

teorema 2 . Tienen lugar los siguientes análogos de las desigualda¬ 
des de Morse para los números m¡ (S) o m¡ («) de los puntos críticos 
de Indice i para la aplicación en la circunferencia exp (2niS) o una 
1 -forma cerrada «o. donde l<ol £ //* (.M„. Z): 
m, (S) > b, (jV/ n . Iwl) + q, (Ai", [(olí - q,„ (Ai. a>). (27) 

La demostración de este teorema es fácil obtenerla del anterior. 

Notemos, que los análogos de las desigualdades de Morse obte¬ 
nidos por nosotros son análogos a los clásicos, pero los invariantes 
lopológicos incluidos en ellos tienen un sentido geométrico más com¬ 
plejo. 
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Para las variedades con it, (A/") = 2 tiene sentido la cuestión 
sobre la exactitud de las desigualdades (27), análoga al conocido- 
teorema de Sraale sobre las funciones unívocas en las variedades 
simplemente conexas. Es posible construir sin dificultad una super¬ 
ficie de nivel A r "-‘ c: M n , que es dual a la clase [<aj £ H l (A/". 2) y 
es conexa y simplemente conexa (en particular, para n > 5). Luego, 
utilizando la función de Sraale en la película W n con dos bordes- 
dW” = A'" -1 (J A" 1-1 obtenida de .V/" por un corle, es posible de 
una manera «miniraal» (empleando la función de Smale en W n ) pro¬ 
longar la superficie do nivel A '”- 1 en toda la variedad M n y obtener 
la forma to en M” y la función S en el cubrimiento M-+ M". Sin¬ 
embargo esta forma (o función multiforme) puede sor no minimal n¡ 
mucho menos por el número de los puntos críticos. La construcción de 
la 1-forma minimal <o exige elegir en cierto sentido una variedad ini¬ 
cial «minimal» A'" -1 c= M n , si esta elección es posible en general. 
Seria interesante examinar esta cuestión hasta su fin para los va¬ 
riedades con el grupo n, (Vf") -- 2. (Este problema lo resolvió Far- 
ber en 1983.) 

Efectuamos algunas observaciones relacionadas con un caso más 
complicado le > 1, es decir, cuando la forma o> tiene por lo menos dos 
integrales racionalmenle independientes por ciclos unidimensionales 

Ti. V*- Y*»i. Vjv es una baso H, (M n , 2). 

v 'i 

*>=5^0, 2«|K|^*0, 

A p 

m¡ son números enteros arbitrarios. Surge el cubrimiento M —*■ A/",, 
donde/>*« = dS y el grupo do monodromia es abeliano libro. Intro¬ 
duzcamos el anillo K x consistente en las series b £ A’ x con coefi¬ 
cientes enteros 

b= S b m t?‘ ... t™‘ 

. . . m k ) 

tales que 

1. b m eO, si 2n*i*i es lo suficientemente grande por módulo, 
y negativo. 

2. Tenga «estabilidad» por x o sea. paro cualquier serio b se Im¬ 
itan tales números e >0. y A r , que b m = 0. si se cumplen las condicio¬ 
nes 

S m i x *< —N donde 2 I x*— x 4 | Ce 

La 1-forma cerrada o> defino un complejo celular, que considera¬ 
mos como un complejo de K x — módulos. Las homologías de este 
complejo son homotópicamente invariantes y pueden servir de base 
para construir las desigualdades del tipo de Morse. Es interesante- 
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estudiar la dependencia do x respecta a los complejos y las homologías 
que surgen aquí, si la forma <o cambia un poco, y los puntos críticos 
permanecen iguales en esencia. 

Si la forma o> no tiene puntos críticos en absoluto, la -variedad 
. 1 /" es de forma 

M n = Áí/Z* = (-V x H)/Z k . 

donde N es una fibra típica de fibración o> = 0. En caso dado todas 
las fibras son iguales. De la aproximación de la forma <a por medio 
de formas cerradas u>¡ —>- tú con las integrales racionales por ciclos, 
sin los puntos criticos. es evidente que la variedad Af" es un pro¬ 
ducto oblicuo con base-circunferencia. Las fibras do estos productos 

A 

oblicuos son variedades compactas N¡~ 1 , que son factores N, 

os decir, N os un cubrimiento regular sobre A'" -1 con grupo de mo- 
nodromia Z' 1-1 . 



A. T. Fomenko 


SUPLEMENTO 2 

PROBLEMA DE PLATEAU, BORDISMOS 
Y SUPERFICIES GLOBALES MINIMALES 
EN LAS VARIEDADES DE RIEMANN 


I. Superficies locales minimales (mínimas) 

Como fue mencionado en 111, p. I, § 37, un buen inodojo físico- 
evidente de las superficies minimales bidimensionales son las pelí¬ 
culas de jabón que cubren un contorno fijado do alambre en un espa¬ 
cio euclídeo tridimensional. Recordemos la definición de la funcional 
de volumen multidimensional. Sea V* una subvariedad suave com¬ 
pacta en mía variedad de Riemann A/ n . sea D c V un dominio en 
esta subvariedad y sea g,j una métrica de Riemann inducida en V. 
Entonces está definido el número vol ¡<D llamado volumen ¿--dimen¬ 
sional del dominio en la subvariedad respecto o la métrica Si 
la subvariedad es compacta, obtenemos Incorrespondencia V -► vol*V 
que define la funcional do un volumen de Riemann en una clase de 
subvariodades ¿-dimensionales. Precisamente las extrémales de esta 
funcional se llaman superficies locales minimales. Por ejemplo, para 
el caso de una hipersuperficie V sumergida en un espacio euclídeo IR”, 
la ecuación de Euler — Lagrange para esta funcional, cuyas solu¬ 
ciones son superficies locales minimales, fue hallada on [1], p. 1, 
§ 37. La condición de minimalidad local de la hipersuperficie V en 
R" es posible escribirla en el lenguaje de los invariantes locales de la 
inmersión de esta superficie en el espacio euclídeo. Recordemos un 
resultado clásico (véase la demostración, por ejemplo, en (1J. p. I, 
§ 37): pboposicion t. Sea c: R" una hipersuperficie suave (es 
posible, con un borde no vacío). La curvatura media H de esta hiper¬ 
superficie es idénticamente igual a cero si, y sólo si, es posible repre¬ 
sentar esta superficie en el entorno de cada punto Interior suyo en forma 
de su gráfico de una función extremal para una funcional de volumen 
(o sea, en forma de solución de ecuación de la hipersuperficie minimal). 

Las superficies minimales bidimensionales en un espacio tridi¬ 
mensional admiten una descripción analítica bastante simple. Su¬ 
pongamos. que la superficie T 2 es definida por un radio-vector r: 
D (u, v) —*■ R 3 , r — r (u, v). donde D es un dominio en el plano rom 
i/ 2 23—01126 
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coordenadas cartesianas u, v. Es fácil verificar que si u y v son coor¬ 
denadas conformes en la superficie (es decir, la métrica de Riemann 
inducida en la superficie es de forma X ( u, v) ( du 2 4- du-)), entonces 
el radio-vector es armónico, o sea. sus coordenadas son funciones 
armónicas (respecto al operador^ + Véanse los detalles en 
íll. p. I. § 37. Lo inverso, hablando en general, no es justo, es decir. 
Ja superficie barrida por un radio-vector armónico no tiene necesa¬ 
riamente que ser minimal. La estructura topo lógica de las superficies 
minimalcs bidimensionales es bastante complicada, en particular, 
(a pesar do la existencia de una superficie minimal cubriente cual¬ 
quier contorno cerrado suave a trozos) no hay un teorema de unici¬ 
dad de la superficie minimal con un contorno fijo dado do frontera 
(bordo de la superficie). Además. las películas minimales pueden te¬ 
ner peculiaridades. 

El «problema do Plateau» es un término que asocia una serie de 
problemas relacionados con el estudio de las extrémalos y mínimos 
absolutos de la funcional de volumen fr-dimensional, definida en la 
clase de superficies /(-dimensionales sumergidas en una variedad de 
Riemann abrazante y que satisfacen unas u otras condiciones de 
frontera. En la rica historia del desarrollo de los problemas de varia¬ 
ción de este tipo, naturalmente se destacan algunos períodos, carac¬ 
terizantes por los enfoques muy diferentes de las mismas nociones de 
«superficie», «frontera», «minimización» y, respectivamente, por los 
distintos métodos de obtención de las soluciones minimalos. Histó¬ 
ricamente. primero fue planteado y resuolto ol problema de Plateau 
para una superficie bidimensional con borde en R* (y después, tam¬ 
bién en ct”). En forma paramétrica este problema puede ser formu¬ 
lado así. 


Sea r (u, v) un radio-vector de la superficie V 8 en Jl n , es decir, 
J: D ->■ R' 1 da (localmente) una aplicación regular de un dominio 
bidimensional D cz R* en el espacio R n . Entonces vol a / (D) == 
= J YEG — F 2 du dv. Pregunta: ¿es posible hallar una superficie 

X¡¡ = /„ (D) (y la aplicación /„) tal. que ella tenga como frontera un 
contorno dado A, o sea. un sistema de circunferencias no intersecadas 
sumergidas (encajadas) en St”, y además el área de esa superficie 
buscada sea mínima en comparación con las áreas de las restantes 
superficies de forma X* = ) (D) limitadas por el mismo contorno 
(ó sea, que tienen el mismo borde)? Además de esté problema dé 
obtención del mínimo absoluto (en la clase de todas las superficies 
con frontera dada), también se examinaba el problema sobre obten¬ 
ción de mínimo en dada clase homotópica. es decir, en la clase de 
superficies (con frontera fijada) dadas por las aplicaciones homotó- 
picas entre ellas. Resulta que en un caso bidimensional estos pro ble- 
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mas se resuelven en sentido positivo (véanse, por ejemplo, los resú¬ 
menes en 11*1, [2*1). Notemos, que la película mínima XJ = f 0 ( D ) 
puede tener autointersecciones y otros puntos singulares (en depen¬ 
dencia de la configuración del contorno de frontera). Es numerosa 
la bibliografía,sobre este problema bidimensional y cuestiones rela¬ 
cionadas con el mismo pero, puesto que nuestro objetivo principal 
es el resumen del problema multidimonsional de Plateau, remitimos 
al lector que está interesado por el «temario bidimensional» a los 
resúmenes [5*1, 16*1. 

Para pasar al análisis del problema multidimensional necesita¬ 
mos de algunas nociones relacionadas con la segunda forma funda¬ 
mental de la variedad de Riemann. 

Sea /: M k -*■ W n una inmersión suave de una variedad suave M h 
en una variedad de Riemann suave orientable conexa cerrada 1P". 
Por TM designemos a un espacio fibrado tangente de variedad AI. 
Sea T m M un plano tangente respecto a M en el punto m £ AI. Conno¬ 
tamos con (x, y) al producto escalar de los vectores x, y £ T,„M 
inducido por una métrica de Riemann dada en XV. SeaV una cone¬ 
xión de Riemann simétrica en 7'VPconcordada con esta métrica. Como 
siempre, para un campo tensorinl arbitrario P designemos porVxP 
su derivada covariante a lo largo de un campo vectorial X en W 
para la conexión Si x es el valor del campo vectorial X en el 
punto m (o sea. vector del plano T m W). entonces designemos por 
V~ X P a una derivada covariante del campo P a lo largo de la direc¬ 
ción x. 

Para abreviar una vez más connotamos la subvariedad / ( Al k ) c 
c IK" con M k , entonces a la par con el espacio fibrado TAI se define 
un espacio fibrado normal N AI. puesto que en cada punto ni £ M 
está definido un plano ortogonal al plano T m AI. La inmersión 

(el encajo) AI XV engendra conexiones de Riemann naturales en 
TAI y en NM. Soan: y. un campo suave vectorial en 1a subvariedad 
AI, y x £ T m AI, un vector tangente arbitrario. Supongamos, por de¬ 
finición. =(V*y) 3 ', donde por V se designa la conexión do 

Riemann simétrica dada en la variedad abrazante W', y ( ) r es una 
proyección ortogonal en el plano tangento T m M. Es fácil de veri¬ 
ficar que esta operación os una conexión de Riemann sin torsión oí» 
TAI, definible de manera unívoca por una métrica de Riemann en AI, 
inducida por la inmersión Al W. De la misma manera so define 
la conexión en un espacio fibrado normal NM. Consideremos una 
sección suave arbitraria V del espacio fibrado NM, o sea. domos en 
cada punto m. £ M un vector normal V (m) £ N m M. Obtenemos un 
campo suave vectorial V definido en la variedad AI. Si x £ T m M, 

hacemosv*P = (V*V) A \ donde ( ) ,v es una proyección ortogonal ei» 
el plano N m M. Esa operación es conexión do Riemann sin torsión en 
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NM. Pasemos a la construcción do la segunda forma cuadrática de la 
subvariedad M (de codimensión arbitraria). 

definición i. Sea x £ T m Af, v £ N m M. Incluyamos el vector v 
en un campo vectorial arbitrario suave V en la variedad W, de modo 
que el campo V resulte ortogonal a la subvariedad M en cierto entorno 
del punto m £ M. Definimos la aplicación lineal Q v : T m M -*■ T,„M 
por la fórmula: Q " (x) = —(V*V) T . Esa aplicación resulta simétrica 
y. por consiguiente, define alguna forma bilineal {9”}' 1® cual pre¬ 
cisamente so llama segunda forma fundamental de la subvariodad 
Me W. 

En realidad, liemos definido toda una familia Q de formas Q°, 
en la cual el vector y £ N m M desempeña el papel de parámetro, 
Q = {#”}. Resulta, que Q está definida correctamente, es decir no 
depende del modo de inclusión del vector o en el campo vectorial V 
en la variedad H' y depende de una manera suave de todos sus argu¬ 
mentos. De manera equivalente Q puede interpretarse como una 
forma bilineal simétrica en el espacio tangente T m M con valores 
en un espacio normal N m M. En efecto, si x, y £ T m M, es posible 
definir la forma Q (x, y)£N m M por la igualdad: (Q (x, y), u) = 
<= < Q v x, y ). Incluyamos el vector y en el campe suave vectorial V 
en la variedad W y que este campo sea tangente a la subvariodad M. 
Entóneos tenemos: Q (x. y) = (V l J ) - v - Con la ayuda de la forma Q 
es posible ahora definir la curvatura media de la subvariedad M. 

definición 2 . Consideremos la segunda forma fundamental repre¬ 
sentada en forma Q en el espacio tangente T m M. Ya que en T m M 
está definido el producto escalar, es posible examinar una traza de 
la forma Q que es (on cada punto m) un vector de N m M. Asi, la tra¬ 
za de la forma Q so representa por una sección suave H del espacio 
normal /VA/. Precisamente esta sección se llama curvatura media de 
la subvariedad sumergida (encajada) M e W. 

Si M es una hipersuporficie en la variedad U'. obtenemos la cur¬ 
vatura media escalar H = SpR"‘£>. donde R y Q son matrices de la 
primera y segunda formas cuadráticas, respectivamente. 

definición 8. La subvariedad A/c IVso llama local minimal. si 
su curvatura media H es igual a cero idénticamente (en todos los 
puntos de esa variedad). 

Hay una conexión estrecha entre la anulación de la curvatura 
media de la subvariedad y la anulación de la primera derivada de la 
funcional de volumen. Sea dada la homotopía suave f t : M W, 
0 f • g 1 tal que cada aplicación f, sea una inmersión, al mismo 
tiempo. /„ = /, donde / es una inmersión (encaje) inicial. Tales ho- 
motopías se Llaman a veces variaciones isotópicas. Es conocida la 
siguiente afirmación. 

proposición 2. Sea \[ una subvariedad compacta en W y v h ( l ) = 

dc£(0) 

= vol 1 ,/íM. La subvariedad M es local minimal si, y sólo si d[ — 0 
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para cualquier variación isotópica de la subvariedad M la cual ( varia¬ 
ción) se anula en la frontera dM. 

De manera que las subvariedades de curvatura media nula son 
extrémales de la funcional de. volumen. El térmipo «minimalidad 
local» siguifica. que el volumen de subvariedad «no cambia en la 
primera aplicación» (es decir, su primera derivada es igual a cero) 
con variaciones infinitamente pequeñas por amplitud y portador. 
Si 1a variación tiene valor finito, el volumen puede disminuirse. 
Por ejemplo, esto sucede para el ecuador en una esfera estándar, el 
cual, naturalmente, es local minimal (incluso es una subvariedad 
completamente geodésica), pero se contrae en un punto por la es¬ 
fera, y por eso no os una subvariedad global minimal. Recordemos 
que cualquier subvariodad completamente geodésica es local mini¬ 
mal, puesto que en este caso la segunda forma fundamental es idén¬ 
ticamente igual a cero. La noción do la minimaiidad global es no 
trivial por si misma, ya que exige examinar «grandes variaciones». 
Demos una de las definiciones de tales «grandes variedades». 

definición t. Sea M k c: IV" una subvariedad cerrada oricntable 
compacta. Diremos que está dada su bordismo-doformación, si se 
da una subvariedad orientable compacta suave (A- -+■ l)-dimensional 
Z "+ 1 c: W” con borde dZ = M U (— P)> donde ( — P) es una subva¬ 
riedad de P con orientación inversa. Con todo eso. a la variedad P k 
la llamaremos bordismo-variación de la variedad jtf*. En caso de la 
subvariedad no compacta M <z: IV. diremos quo está dada su bordis¬ 
mo-doformación, si en W se da la subvariedad P k coincidonto con 
M k fuera de algún dominio compacto y. además, está dada una sub¬ 
variodad (k l)-dimensional Z con bordo suave a trozos dZ cz 

<= M U (-Pi¬ 
fiemos dado un ejemplo de superficies globales minimales_ en 
(1), p. I, § 37; son subvariedades complejas en una variedad de Kah- 
er. 


II. Problemas de variación multidiinensionales y teoría de 
bordismos 

Consideremos los planteamientos clásicos de los problemas 
sobre obtención de los mínimos absolutos y relativos en la clase de 
superficies de un tipo topológico determinado. Destaquemos en la 
variedad M" una subvariedad cerrada compacta suave (k — l)-d¡- 
mensional fijada A k ~', a la cual llamamos en adelante pora abreviar 
«contorno». Consideremos todos los pares posibles de tipo (H'. /), 
donde VV es una variedad suave compacta de dimensión Acón borde 
dW horneomorfo al contorno A. y /: H'—*- M es una aplicación con¬ 
tinua (o suave a trozos) idéntica en el borde dW. 

problema i. ¿Es posible entre los pares de forma (W. /), donde 
IV variedades posibles variedades con borde A. y /: W —Af son 
aplicaciones W en M idénticas en el borde A. obtener un par (W„. 



358 


Suplemento 2 


/„) tal, que la aplicación /„ o la película X„ = /„ (1F 0 ) que es un» 
imagen do la variedad IF 0 en M. tengan propiedades razonables de 
minimalidad? En particular, tiene que cumplirse la desigualdad 
volftX 0 vo\ k X, dondo X = / (IF) es cualquier película de la clase 
arriba mencionada, y vol» es un volumen de Iliemann, o bien la me¬ 
dida estándar de Hausdorff. 

Bajo «propiedades razonables de minimalidad» de la película 
A'„ = /„ (VF 0 ) en la variedad M, y complementariamente a la des¬ 
igualdad vol A' 0 ^ vol X, es posible, por ejemplo, comprender 1» 
siguiente: existe en la película X„ un subconjunto nunca denso Z de 
los puntos singulares tal, que cada punto no singular P £ X 0 \Z 
tiene un entorno U en M, para el cual la intersección (A'„\Z) f) V 
consisto en las subvariedades suaves V a de dimensiones no pasantes 
del número k, además todas las F a son subvariedades minimales 
desde el punto de vista de la geometría diferencial clásica, es decir, 
la curvatura media de ellas es igual a cero. 

problema 2 Sea (F, g) un par, donde F = F* es una variedad 
compacta orientable cerrada ír-dimensioual. g: V -> AI es su aplica¬ 
ción continua (o suavo a trozos) en la variedad A/", y A’=f (F1 
es la imagen de V en M. Diremos, que el par (V, g') es una bordis- 
mo-variación del par (F, g), si oxiste una variedad compacta Z con 
borde dZ = F U (—F') y una aplicación continua P: Z -*■ M tal, 
que P |r =» g. F | V ' = g'■ ¿Es posible entre todos los pares (F, g) 
de forma indicada, obtener un par (F 0 . g„) tal, que la imagen X a = 
= g„ (F 0 ) tenga propiedades de minimalidad razonables, en parti¬ 
cular, que cumpla la desigualdad: vol» vol» X, donde X = 

= g (F) es cualquier película (superficie) de la clase indicada? 

El problema 2 plantea la cuestión sobre la obtención del mínimo 
absoluto de la funcional de volumen en la clase de todas las bordismo- 
variacioncs del par dado (F. g). 

A la par con estos dos problemas do la obtención de) mínimo ab¬ 
soluto so formulan de una manera natural dos problemas sobre 1» 
obtención do los mínimos relativos. 

problema r. ¿Entre todos los pares de forma (IF, /), donde W 
es alguna variedad fijada (!) con borde A. y /: WM son todas las 
posibles aplicaciones continuas (o suaves a trozos), homotópicas a 
cierta aplicación fijada /' e idénticas en el borde A (es decir, coin¬ 
cidentes con un homeomorfismo de borde fijado), es posible obtener 
un par (IF, /„) tal, que la aplicación /„ o la película Xp = 1 o (JF) 
(que es una imagen de IF en M ), tengan propiedades de minimalidad, 1 
es decir, que vol,,X 0 «C vol»A, donde X = j (IF) es cualquier pelí¬ 
cula de la clase homotópica dada? 

Este es el problema sobre la obtención de) mínimo de la funcional 
de volumen en cada clase homotópica, o sea. el problema sobre los 
mínimos relativos, a diferencia del problema antecedente sobre ob¬ 
tención del mínimo absoluto por todas las clases homotópicas. 
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problema 2'. Es posible entre las aplicaciones g: V k — M" 
{donde y es una variedad cerrada fijada), homotópicas a cierta 
aplicación inicial f: V M. obtener una aplicación g 0 tal, que tenga 
!a propiedad de minimalidad, es decir que vol ft ^ 0 -(E) < vol k g (V)? 

Comenzamos a describir los resultados de los problemas sobre 
obtención del mínimo absoluto. A los problemas 1 y 1' los llamatóos 
prohlemas de «pegadura de contorno», y a los problemas 2 y 2', de 
realización (do los ciclos). A las superficies minimales de tales formas 
<si existen) las llamaremos globales minimales. Los teóromas de exis¬ 
tencia de las mismas serán dados más abajo. 

Ahora describamos ol efecto de surgimiento de los estratos insu¬ 
perables do dimensiones pequeñas con minimízación de la funcional 
de volumen multidimensional. Este efecto no influye en el proceso 
de minimízación de la funcional de volumen bidimensional vol 4 , pero 
desempeña un papel importante en las dimensiones grandes. En la 


A 



Fig. 120. 


fig. 120 se representa un contorno A y una película X, = /, (II’), 
tendiente a ocupar la posición correspondiente a su área mínima. 
Está claro que en algún momento se produce pegadura de la pelícu¬ 
la. Con eso, en vez del tubo delgado T en el dibujo aparecerá el seg¬ 
mento 5. Es fácil librarse do éste en el caso bidimensional aplicándolo 
continuamente en un disco bidimensional que pega el contorno dado. 
Al mismo tiempo (lo que es importante) no perdemos la parametriza- 
ción de la película: la película obtenida, al igual que antes, es una 
imagen de alguna variedad bidimensional con borde. 

Está claro que en las grandes dimensiones para k > 2 el surgi¬ 
miento de la situación análoga a la descrita, complica bruscamente 
al problema de minimízación. A medida que un volumen Ar-dimen- 
sional de una película que se deforma X, = /, (H0 tiende a un mí¬ 
nimo, en esa película comienzan las pegaduras, o sea, la aplicación 
/ 1 : W ^ homotópica a una aplicación inicial / = f 0 , ya 
no sólo no debe ser inmorsión (encaje) o sumersión, sino hasta puede 
reducir la dimensión de la imagen en algunos subconjuntos abiertos 
on W. Esto conduce al surgimiento en la imagen X, = /, (IE) de los 
trozos (estratos) S de dimensiones s, donde s < Je — 1. A diferencia 
del caso bidimensional. a tales «estratos de pequeñas dimensiones» 
no es posible, hablando en general, ni omitirlos, ni aplicarlos de 
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manera continua en una «parte maciza» (es decir, en una parlo A-di- 
mensional) X<*> de la palíenla X, puesto que con esas operaciones 
puede perderse una propiedad fundamental de la película, a saber: 

ser una imagen continua de alguna variedad suave W con borde A. 
Ya que nuestro objetivo es obtener el mínimo en una clase de pelí¬ 
culas de forma X = f (W), es decir, que admiten parame Irisación 
con ayuda de la variedad W, entonces con cualquier variante de 
omisión de los «estratos de pequeña dimensión» deberíamos garanti¬ 
zar, que la película X que se obtiene como resultado de tal recons¬ 
trucción, admitiera, como antes, esa paramelrización (puede ser, 
con ayuda de otra variedad). Sin embargo, como demuestran los 
ejemplos simples, ni la exclusión de los estratos de dimensión pe¬ 
queña, ni los intentos de aplicarlos a una parte masiva Xi k > do la 
película X (con ayuda de alguua aplicación continua definida en 
toda la película) no conservan en el caso general la propiedad de la 
película de admitir una parametrización continua. Se podría, para 
simplificar el problema, ignorar temporalmente los estratos de di¬ 
mensión pequeña, restringiendo por ahora el examen a la funcional 
vol fc , desde el punto do vista de la cual todos los estratos de dimen¬ 
sión pequeña son insignificantes (sus medidas Ar-dimensionales son 
iguales a cero). Sin embargo, como resulta (véanse los detalles en 
(7*) — 19*)), incluso en este caso simplificado, la obtención de un 
mínimo exige información vasta sobre la conducta de los estratos de 
dimensión pequeña que garantizan lo parametrización de la pelí¬ 
cula. 

Describamos el planteamiento del problema do Plaloau en el 
lenguaje de cohomologías ordinarias. A causa de las dificultades de 
rainiinización de las películas multidimensionales arriba menciona¬ 
das, surgió la necesidad de elaborar un nuevo lenguaje monos preci¬ 
so, que permitiera excluir la influencia de los estratos de dimensión 
pequeña. Los pasos necesarios fueron dados en una serio de trabajos, 
cuyo resumen puede verse en II*] — (4*). Sea //*_, (A) un grupo de 
homologías espectrales (k — l)-dimensionales (con coeficientes en 
el grupo G) de una variedad cerrada (k — l)-dimensionaI, el contor¬ 
no A en la variedad de Riemann M. Sea A cz X c: M, donde X es 
una superficie i-dimensional arbitraria en M. En adelanto, como 
«superficies» examinaremos siempre compactos medibles (por Haus- 
dorff) en la variedad de Riemann. Sea j.Y} una clase de tales super¬ 
ficies X, para las cuales el homomorfismo i.: //>,_, (A) —*- Hu-i (Y) 
inducido por una .inmersión i: A —* X anula lodo ei grupo de homo¬ 
logías H h .,{A). Supongamos X h = inf vol* X. donde vol* X 

X6<-T) 

designa, al igual que más arriba, una medida de Hausdorff i-dimen¬ 
sional o volumen de Riemann (si está definido). Entonces resulta 
que siempre existe (véase, por ejemplo. 11*1 — )4*1) una superficie 
minimal (en el sentido arriba mencionado), o sea, siempre existe un 



El problema de Plaieau y los bordismos 


361 


compacto ¿-dimensional A' 0 6 {A} tal que vol„ A' 0 = K h . En los 
límites de oste enfoque se han destacado dos direcciones: la más 
geométrica (véase 12*1, [3*1) y la más funcional (véase (1*), 14*1). 
Como resultado, fueron demostrados teoremas notables do existencia 
dol mínimo absoluto en la claso de homologías ordinarias, y también 
casi en todas parles la regularidad de soluciones minimales (Fode- 
rer, Fleming, Almgren, Heifenberg y otros). 

En este^enfoquo se u tilizó mucho la circunstancia de que si 
X =3 Y = Y, donde dirn X\Y < le, entonces H h (X) — H h (F) y 
vol* X = volí, Y. Esto significa que no surgo ol problema do los 
estratos de dimensión pequeña insuperables, que resultan insigni¬ 
ficantes desde los puntos do vista topológico y de la métrica. Pero 
oslo empleo de homologías ordinarias para definir nociones de «fron¬ 
tera» y «pegadura do contorno» nos alejó del planteamiento clásico 
anteriormente descrito, ya que si el contorno A es una sulivariedad 
(/c — l)-dimensional en Al y X„ es una superficie rainimal pegante 
homológicamente al contorno A. entonces, hablando en general, no 
existe una variedad W con borde A tal. que la superficie X 0 tenga 
forma X 0 ■■■--■ / (IV). En otras palabras, la superficie A„ puede no ad¬ 
mitir una paramotrización continua mediante una variedad. Véanse 
los detalles en [7*| — |9*). 

Regresemos ahora a la concepción clásica del problema de Pla- 
teau en la dase de superficies-películas paramen-izadas por varieda¬ 
des. Estudiaremos la conducta de tales películas en todas las dimen¬ 
siones, no sólo en la maximal. Para realizar oste programa so nece¬ 
sita de un lenguaje más ágil que el de las homologías ordinarios. En 
relación a esto, recordemos algunas definiciones utilizadas on la 
creación de este lenguaje. Sea Y ro Z un par de espacios compactos 
topológico» 

DF.ei.vic.TOX 5. Llamamos variedad orienta (7c — l)-(limensional 
singular del par (Y, Z ). a un par (F*- 1 . /). donde ^"‘cs una variedad 
compacta orientada con borde til'. y í os una aplicación continua 
<F. dV) — (Y. Z ). os decir. / (V) c: Y. / <dF) cr Z. Si Z = 0. su¬ 
ponemos ¿IV =0. Una variedad singular ( V, /) se llama bordante a 
cero (equivalente a cero), si existen una variedad compacta orienta¬ 
da W' 1 y una aplicación continua F: W -*■ Y tales, que: a) la va¬ 
riedad V os una subvariedad regular de borde dW. y b) la orientación 
V coincido con la orientación inducida en la variedad mediante la 
orientación W. al mismo tiempo. F \ v = /, F (¿>1F\P) cr Z. 

La operación do una reunión no conexa de variedades induce la 
operación do reunión no conexa de variedades singulares. Dos va¬ 
riedades singulares (F,./,) y (V 2 ./ s ) se llaman bordantes, si su reu¬ 
nión no conexa (V, (J j i (J f t ) es bordante a cero. 

El conjunto de las clases de bordismos do las variedades orien¬ 
tadas singulares (k — f)-dimensionales del par (F, Z). forma un 
grupo a be lia no _j (Y, Z). Si se renuncia a la condición de nrien- 
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labilidad, una construcción análoga conduce a los grupos A'*., {Y, Z) 
de los bordismos no orientados. Los problemas 1 y 2 arriba descritos 
ahora pueden ser formulados otra voz así: Sea A*" 1 una subvariedad 
compacta cerrada orientada en M, c i: A —*■ X sea una inmersión 
(encaje), donde X es una superficie on M. 

problema i. Entro las superficies X que contienen A y tales que 
el bordismo singular (A, i) es equivalente a cero en X ¿ es posible 
obtener una superficie X„ tal que tenga propiedades de minimalidad? 

La aplicación idéntica e: A -*• A define el elemento <i £ Q,,., (A). 
Está claro, quo la clase de superficies X introducida más arriba se 
caracteriza por el hcclio de que i.o = ü. donde _j (A) -*• 

-*■ £2,,., (X) es un homomorfismo inducido por la inmersión (el en¬ 
caje) A -*• X. 

problema 2 ¿Es posible entre todas las variedades singulares 
(F, g), g\ V -*• .1 f bordantes (equivalentes) a una variedad singular 
dada (V\ g"). g l" M, obtener tal variedad singular (IV g 0 ) 
que la superficie X 0 ■-=» g„ (F 0 ) tenga propiedades de minimalidad? 

A la par con los grupos Q*_, y utilizaremos los grupos £2# 
do los bordismos singulares por módulo p. Los grupos £2,. A'», Í2g 
satisfacen seis (de los siete) axiomas de Sleimrod-Eilenbcrg, es decir, 
son teorías de homologías extraordinarias generalizadas. Pero, a di¬ 
ferencia do la teoría de homologías ordinaria, los grupos de bordismos 
del punto, hablando en general, son no triviales en las dimensiones 
positivas. Esto es una diferencia significativa de la teoría de homolo¬ 
gías ordinaria, ya que las homologías ordinarias del punto son igua¬ 
les a cero en todas las dimensiones excepto la nula. 

Puesto que las superficies minimnlcs tienen, hablando en general, 
singularidades (y estas singularidades pueden ser muy complicadas), 
entonces para utilizar la teoría de liordisinos en los problemas de 
variación se ha hecho necesario ampliar el dominio de definición de 
esta teoría desde la clase de los complejos celulares a la clase de su¬ 
perficies (es decir, compactos medibles en la variedad de Riemann). 
Este proceso es análogo a la construcción de las homologías espectra¬ 
les en el caso de la teoría de homologías ordinaria. 

En adelante, hablando sobro los bordismos de superficies siempre 
tendremos en cuenta precisamente los bordismos espectrales. Ya que 
los grupos ¿V, y £2g son grupos compactos (en caso de complejos ce¬ 
lulares finitos), su expansión en la clase de superficies no encuentra 
obstáculos. Con la teoría de bordismos £2. es necesario tratarse con 
mayor cuidado, a saber, hace falta examinar los grupos pQ , = 
= Q. ® iQv donde Q p es un grupo de números enteros p-ádieos. 
Véanse los detalles en 111*1. 

III. Formulación del teorema de existencia de las superficies 
globales minimales que realizan el mínimo absoluto de la funcional 
de volumen multidimensional. 
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Sean: M, una variedad compacta suave cerrada de Rioinann; 
h, una de las teorías de bordismos arriba enumeradas; A, una super¬ 
ficie fijada — contorno en la variedad M. Consideremos una clase 
de superficies X en la variedad M definida más arriba en los proble¬ 
mas 1 y 2. A esta clase la llamaremos variacional y la designemos por 
B. En el caso del problema 1 las superficies de la clase B pegan el 
contorno A en el sentido de bordismos; en el caso del problema 2. las 
superficies de la clase B realizan cierto elemento no trivial de un 
grupo do bordismos de la variedad M. Entonces en cada clase varia¬ 
cional de esto tipo surge el problema de obtención de la superficie 
minimal. Para cada superficie X de la clase B construimos su estra¬ 
tificación X = A U S h U iS* -1 U • • donde S* es un subconjunto 
maximal en el conjunto Y\ri. que tiene en cada punto la dimen¬ 
sión k; luego, S *-* es un subconjunto maximal en que 

tiene en cada punto la dimensión k — 1, ote. (véanse 17*1, (8*1, 
(11*1). A los subconjuntos S‘ los llamaremos estratos. Si éstos son 
medibles, entonces queda definido un volumen estratificado 
SV (X) = (vol „S k . vol»_,$*•*. . . .). que se representa como un 
vector con k coordenadas. Variando la superficie -Y en la clase de 
variaciones tolerables, es decir, quedándose siempre en la dase va¬ 
riacional B, cambiamos el vector de volumen estratificado de la su¬ 
perficie. El problema consiste en obtener una superficie con volu¬ 
men estratificado minimo en la clase dada B. El vector mínimo de 
volumen = (d h , d*.,, . . .) lo comprendemos en el siguiente 
sentido lexicográfico. Al principio minimizamos la primera coorde¬ 
nada 5T (Y), es decir, buscamos en la clase B una superficie X k , 
para la cual se cumple la igualdad: 

vol|,5*= volj,Y\yl=d»= infvolK's/l. 

vea 

Si existen tales superficies Y*. minimizárnosla segunda coorde¬ 
nada del vector de volumen SK (Y). Por eso buscamos en la clase 
de superficies X h con la primera coordenada ya mínima (es decir 
tales, que vol* X\/l = d k ) tal superficie Y'*.,, para lo cual 

''ol*_ 1 Y*. 1 \ri\5* = d*.,= inf vol*_,Y*\ i 4\S\ 

Esa superficie ya tiene minimales dos primeras coordenadas dpi 
vector de volumen. Etcétera. Cada vez minimizamos una siguiente 
coordenada do volumen estratificado a condición do que Indas sus 
coordenadas anteriores ya están minimizadas y fijadas. Si este pro¬ 
ceso está definido correctamente (con exactitud esto es afirmado por 
el teorema de existencia, véase más abajo), entonces se concluirá 
en alguna superficie cuyo volumen estratificado ya es global minimal 
en la clase de todas las superficies de estratificación do la clase 
variacional B dada. Los números d, = d¡ (B) deponden seguramente 
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de la clase tí. Un punto central de este planteamiento y solución 
del problema de Platoau en los términos de bordismos, consiste en 
la introducción por el autor del presento suplemento de la noción 
de volumen estratificado y del estudio de los métodos de su rainimi- 
zación en todas las dimensiones (véanse (7*1 — (9*1. (11*1). En par¬ 
ticular, ol desarrollo ulterior de esta idea permitió después demos¬ 
trar la existencia do las superficies globales minimales en cada clase 
homo tópica (véase (12*1 Dao Chong Tji 

teorema i. (teorema básico; véanse 17*1 — 19*1. 111*1). Sea M u 
una variedad compacta suave cerrada tal, que jt, (M) = a¡ (M) = 0. 
donde n, (M) son grupos homotópicos de M y A cz M es un contorno 
jijado, una superficie. Consideremos una clase arbitraria no vacía va- 
riuctonal tí definida con ayuda de los bordismos (véase más arriba). 
Entonces en la clase tí siempre existe una superficie global minimal 
A'o cuyo volumen estratificado SV (Af„) *= (d h . d,, , ...)=* SV „ 
es minimal. Esa superficie tiene una estratificación definida de una 
manera btunivoca (es decir, partición en estratos) X 0 — A U S k U 
U S* _l (J • • •• donde cada subconjunto S‘ excepto de. puede ser, un 
conjunto de medida i-dimensional nula, el cual se compone de puntos 
singulares, es una subvariedad suave minimal i-dimensional en la va¬ 
riedad M (es decir, la curvatura media es igual a cero). Con eso, d, = 
= vol, S'. 

corolario i. Sean cumplidos los supuestos del teorema 1 y sea tí 
una clase variacional de los problemas 1 y 2 (véase más arriba). Enton¬ 
ces, en esa clase hay una superficie global minimal (puede ser, con las 
singularidades que llenan el conjunto de medida nula en cada estrato), 
que es solución del problema de Platean: a) en el caso del problema 1 
esa superficie es minimal entre todos las superficies que pegan el con¬ 
torno A en el sentido de bordismos. o sea, que admiten una parametri- 
zación continua con ayuda de una serie de variedades con borde A ; 
b) en el caso del problema 2 esa superficie es minimal entre todas las 
superficies, que realizan un eleinento dado del grupo de bordismos de 
una variedad abrazante. 

En realidad, osos resultados son corolarios de un teorema más 
general do la oxistencia de las superficies globales minimales de¬ 
mostrado en 17*1, (8*1. (11*1 para el caso de las llamadas teorías 
extraordinarias (generalizadas) de (co)homologías. Aquí no vamos a 
detenernos en esto, ya que la descripción de las teorías extraordina¬ 
rias exigiría utilizar un material complementario. Damos un solo 
ejemplo del problema variacional multidimensional formulado en 
términos de cohomologías extraordinarias. 

Sea dado en la variedad M un espacio fibrado vectorial estable 
no trivial g. Consideremos una clase variacional de todas las super¬ 
ficies X a M tales, que la restricción de g en X es estable no trivial 
como antes. Entonces, entre tales superficies sin falta se hallará 
una global minimal (en el sentido de volumen estratificado). 
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Hemos considerado más arriba dos problemas independientes: 
de la pegadura de contorno y do realización de los ciclos. Empero, un 
problema más natural es el mixto, en el cual se busca una superficie 
minimal que pega al mismo tiempo el contorno y realiza algunos 
ciclos en una variedad abrazante. Describamos brevemente la reso¬ 
lución de ese problema mixto de Plateau. 

Sea h una de las teorías de bordismos (véase más arriba) y sea 
L = {L p } un juego fijado de los subgrupos L p e h p (A), donde p 
son números enteros. Luego, sea L' = {£'} un juego fijado do los 
subgrupos L'„ <r h q (M). 

definición 6 . Por B (A, L. L') designamos a la clase de todas las 
superficies X en la variedad M tales, que: 1) A cz X e M, 7.) Le. 
cr Ker i,. 3) V e Im /,, donde i: A X y j: X -*■ M son inmer¬ 
siones. 

Claro, que las clases B(0, 0, L') y B (A, L, 0) coinciden con las 
clases variacionales B introducidas por nosotros más arriba en los 
problemas 1 y 2. Resulta, que en cada una de las clases B ( A , L, L') 
siempre hay una superficie global minimal cuyo volumen estratifi¬ 
cado es mínimo en el sentido lexicográfico. 

Puesto que este teorema (véase (7*1. (8*). fll*J) afirma la exis¬ 
tencia de una superficie que minimiza el volumen estratificado 
compuesto de las sucesiones de los volúmenes do los estratos de la 
superficie, formulemos ese resultado también en forma de sucesión 
de afirmaciones sobre la minimalidad de estos estratos. 

Sean cumplidos los supuestos del teorema 1 y sea B (A, L , L') = 
— B una clase variacional no vacía arbitraria consistente en las su¬ 
perficies del tipo topológico indicado. Sea ¿ el mínimo de los nú¬ 
meros enteros s, s < n, para los cuales d. = d, (B) < oo. 3 ^ ¿ < n. 
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones sucesivas. 

1) Existen superficies, cuyo volumen mayor (es decir, volumen 
vol*) es global minimal. Más exactamente, si {.Y},, es la clase de 
todas las superficies X tales, que X 6 B y vol* = d* — 

= inf vol* y\.4, entonces afirmamos que esta clase no os vacía v 
vea 

que d* < oo. En el caso, cuando d* >■ 0, cada superficie X de la 
clase variacional {.Y}* contiene un subconjunto unívocamente defi¬ 
nido ¿-dimensional (o sea. el cual tiene dimensión k en cada su pun¬ 
to) S h e X^A tal, que A (J 5* es un compacto en una variedad 
abrazante. Con eso un estrato ¿-dimensional de la superficie A', es 
decir, el conjunto S k contiene un subconjunto Z* (supuestamente, 
vacío), donde vol* Z h = 0 y S*\Z* os una subvariación suave 
¿-dimensional en ,1/ sin borde y siempre denso en 5*. Z* es el con¬ 
junto de todos los puntos singulares ¿-dimensionales de la superficie 
X. Con eso, vol* S k = vol* Y\j 4 = d*. Si d* = 0, supongamos 
S* =0. En este caso la superficie no tiene estrato de dimen¬ 
sión ¿. 
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2) May superficies que tienen un global minimal que no sólo es 
el volumen mayor, sino su siguiente volumen de dimensión menor 
en unidad. Este volumen siguiente se calcula para un estrato de di¬ 
mensión correspondiente contiene en la superficie. Más exactamente, 
si {X )».,c {X}» es una clase de todas superficies X tales, que 
X 6 ú, yol,, X\>1 = d k , os decir, {X}* y. además, 

vol*_,Xs.X\5* = = inf vol*_,yN./l\S\ 

r€(X)k 

afirmamos, que esta clase {X}*-! es no vacía y d k _, < oc. En el 
caso, cuando d k ., > 0, cada superficie de esa clase contiene un con¬ 
junto (/{ — l)-dimensional unívocamente definido S h ~ > c. X\á\S 
tal, que A U 5* U S K ~ l es un compacto en una variedad abrazante. El 
conjunto S h ~ l contiene un subconjunto Z k . t (supuestamente, vacío) 
de medida nula, o soa, vol*_ t Z*_, = 0 y. además, complemento a 
Z k ~ l en S h - 1 , es decir, un subconjunto es una subvarie¬ 

dad suave (le — l)-dimonsional en una variedad abrazante, que tiene 
borde y es siempre denso en S*~*. Al mismo tiempo se cumple la 
igualdad vol„_, 5*-» = vol*., X\/1N$* = d„., > 0. Pero si 
d k _, — 0, entonces supongamos 5 1,-1 — 0. 

Así sucesivamente hacia abajo por las dimensiones. En el segundo 
paso se manifiesta que existen superficies que tienen minimales no 
sólo sus dos primeros volúntenos (es decir, el mayor y el siguiente 
por su dimensión hacia abajo), sino el tercer volumen de dimensión 
le — 2 culculado para un estrato correspondiente de dimensión 
k — 2. En otras palabras, cada volumen siguionle resulta ser miní- 
mal a condición de que estén fijados do todos los volúmenes mínima- 
ios anteriores. Por fin, las superficies contenientes la clase {X}, 
ya son globales minimalos en todas las dimensiones es decir, los 
volúmenes de todos sus estratos son minimales. Es más, cada estrato 
S ' salvo, posiblemento, un conjunto de puntos singulares de medida 
nula es, en realidad, una subvariedad suave minimal de dimen¬ 
sión i. , 

En conclusión, diremos algo sobre ol teorema de existencia de 
las superficies globales minimales en cada clase hoiuotópica. La 
introducción de una noción nueva de volumen de estratificación- 
y la metódica elaborada de su minimízación en [7*]. 18*1, 111*] han 
permitido luego resolver el problema do Platean en cada clase varia- 
cional de superficies que se obtienen mediante la homotopía de algu¬ 
na aplicación fijada /: V M. Resulta que en cada una de estas 
clases existe una superficie global minimal (véase [12*]). Con todo 
eso, las nociones de superficie estratificado y de volumen estratifi¬ 
cado fueron formuladas en un lenguaje funcional de varyfolds. en 
los términos del cual fue obtenido el teorema de existencia y de la 
casi total regularidad (por doquier) de soluciones minimales. De 
manera que en el momento presente está establecida no sólo la 
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existencia de los mínimos absolutos, sino también relativos (en cada 
dase homotópica). 


IV. Variedades de Lagrange en la teoría de superficies 
minimales 

Estudiando las suporficies minimales en R 2r ‘. Harvey y Law- 
son (véase 114*1) demostraron, que cualquier subvariedad de Lagran¬ 
ge local minimal en IR 2 " = C" (con una métrica de Kahler estándar) 
es una subvariedad de Lagrange especial y por eso es absoluta mini¬ 
mal (global minimal). Surge el problema de describir las clases ho- 
motópicas de las subvariedades do Lagrange minimales en una va¬ 
riedad de Khaler arbitraria. Con eso, vamos a considerar que métri¬ 
ca de Riemann y estructura simpléctica en una variedad se dan de 
manera natural mediante uno estructura de Kahler. Formulamos un 
criterio general de rainimalidad de las subvariedades maximales 
isótropas L" (vamos a llamarlas subvariedades do d>-Lagrange) en 
las variedades hermitianas M' 1 ". El criterio se formula en términos 
de una 1-formn diferencial en L. Empleando esto criterio os posible 
demostrar la minimalidnd de muchas subvnriedades de Lagrange en 
las variedades de Kahler. Luego, es sabido que una subvariedad de 
Lagrange en un espacio rimpléctico R !n (también en algunas otras 
variedades do Kahler M 2 ") tiene un invariante lopológico-indice de 
Máslov. y con mayor generalización, tiene clases características a, 
do Máslov -Arnold. El autor formuló una hipótesis sobre el hecho de 
que las clases características de Máslov-Arnold de las subvariedades 
de Lagrange minimales son triviales. Resultó, que osa hipótesis cu 
realidad os justa, en todo coso para Ai 2 ” = R 2n . 

dhpiniciOn 7 . a) Sea dada una variedad compleja M 2 " con una 
métrica hermiliana g y sea dada una 2-forma <I> sobre ella: 

y) =* k(X. JY) Denominamos plano «-dimensional l en 
T X M ", al plano de O — Lagrange. si l es uu plano máxima) isótro¬ 
po de restricción de la forma «t> en un plano tangente T,M 2n En 
otras palabras. Jl±l. donde T x M 2n Jl © l. Designamos por 
G* (A/ 2n ) a un espacio fibrado de planos de <T Lagrange orientables. 
La base de esto espacio fibrado es la variedad M. A la subvariedad 
L" en .1/*" la llamaremos subvariedad do O-Lagrange, si todos sus 
planos tangentes son de 't’ Lagrange. Si la forma cp os cerrada, en¬ 
tonces la variedad hermiliana es de Kahler y sus subvariodados do 
«D-Lagrange son subvariedades de Lagrange en un sentido ordinario. 
Por oso los resultados enumerables más abajo son justos no sólo 
para las subvariedades de <f>-Lagrange generales, sino para las sub¬ 
variedades de Lagrange ordinarias. Luego, para cada subvariedad de 
<J)-Lagrande L en M 2n definamos una aplicación p: L -*■ G* (M 2n ), 

donde r (a:. T,L). Aquí por T X L está designado un polivector de 
<I>-Lagrange asociado con un plano tangente T X L. Está claro, que 
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la aplicación construida por nosotros p es un análogo de una apli¬ 
cación gaussiana ordinaria. 

b) Se» dada en líl 2 " = C" una estructura compleja estándar y 
una métrica hcrmitiana. Entonces, una forma de Lagrange especial 
q> 6 A" R*” 30 llanta forma de tipo if — Re (e i0 dz¡. . /\dz n ), don¬ 
de z, es una base unitaria en R* n (véase 114*1). Ilarvey y Lawson de¬ 
mostraron que la propiedad de la forma, de ser de Lagrange especial, 
no depende de la elección de una baso unitaria. Llamaremos a la 
forma <p sobre una variedad herraitiana SL-jorma, si para cualquier 
punto x £ M la restricción de la forma q en T X \P" es una restricción 
de Lagrange especial. 

c) A una variedad hermitiana A/ 5 " la llamaremos local calibra ble, 
si para cualquier punto x £ A/ 2n existe un entorno de 0 (a-) con una 
$¿-forma corrada en él. 

Ahora formulemos el criterio do minimalidad local de una subva¬ 
riedad de »D-Lagrangc L n en una variedad hermitiana ¿l/ 2 ". Todos 
los teoremas enumerados más abajo 2, 3, 4. 5 fueron demostrados por 
Le-Hong-Van y A. Fomenko. 

Sea Sg n „ 3z a dz t una métrica hermitiana escrita en las coorde¬ 
nadas locales y que G (z)_— det (g aB ). Definamos en la variodnd A/ 2 ’’ 
una función/ (z) = lnlAG y una forma compleja co (x) = ^5 dz, A- • 
. . ./\dz„. Entonces, en un espacio fibrado G* (A/ Ín )_es posible de¬ 
finir (localmente) una función / tal. que / (x, l x ) = / ( x ). donde la 
aplicación n: (x, l x ) -*■ x es una proyección natural de la variedad 
G * (A/ 2 ") en la variedad A/ 2 " . Luego, definamos una función 0 con 
período 2n (es decir, la aplicación en una circunferencia) tal. que 
0 (z, l x ) = (—0 ln (w (z), l x ). donde l x es un poli vector unidad que 
define un plano de Lagrange l x . y (w (z). l x ) es el valor de la forma 
ü> (z) on l x . 

teorema 2, La 1-¡orina diferencial = Jdf -|- < 10 . donde J es un 
operador de estructura compleja, está de]inida correctamente en todo el 
espacio fibrado G* (A/ 2 "), o sea, ella no depende de la elección de las 
coordenadas complejas locales. 

teorema 3. La subvariedad de <b-Lagrange L” en la variedad hermi¬ 
tiana Af 4 " es local minimal si, y sólo si, la 1-forma inducida p* (iji) 
es igual a cero en la subvariedad L, donde p: L — G* (M) es una apli¬ 
cación gaussiana. 

Eso critorio permite demostrar la minimalidad de muchas subva¬ 
riedades de Lagrange concretas. Por ejemplo, sea Af 1 " — G Pl „ (C) 
(variedad compleja de Grassmann). Entonces la subvariedad de Lag¬ 
range G p , q (R) (variedad real de Grassmann) es minimal. Si la sub- 
variedad’de Lagrange en la variedad Aí ín = Cp” en alguna tarjeta 
{z¡ = 1} es un cono y p* (d0) = 0, entonces L es una subvariedad 
minimal. El ejemplo de tales conos es una subvariedad {z 0 = 1. — 

= ke**f. k £ R, í¡8 ; = 0}. Sea que Ai*» = CP 2 ". Definamos la 
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subvariedad L de la siguiente manera: L = {z„ = 1, z¡ = z„+i, 
I i sj n}. Entonces ella es una subvariedad de Lagrange minimal. 

teorema 4 . Cualquier subvariedad de Lagrange local minimal L n 
en una variedad simpléctica R*" = C", tiene índice de Máslov nulo y 
clases características triviales de Máslov-Arnold (con grupo de coefi¬ 
cientes en T t o en i). A diferencia del caso M* n = R ! ” la forma i|> 
introducida más arriba en la variedad ermitiana arbitraria Af an , 
hablando en general, es no cerrada. La condición do su carácter ce¬ 
rrado está relacionada estrictamente con la geometría de variedad. 

teorema 5 . Si la 1-forma diferencial i[> es integrable (es decir, de¬ 
fine un espacio ftbrado de codlmensión uno), entonces, es cerrada. Luego, 
la forma ib está cerrada si, y sólo si, la variedad hermitiana M* n 
es local calibrable. La variedad de Kahler es local calibrable si, y 
sólo si. su tensor de Ricci es idénticamente igual a cero. 
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HISTORIA DE LAS MATEMATICAS 

Este trabajo reúue un material minuciosamente seleccionado y ana¬ 
lizado, lo que permite al autor revelar de una manera implícita 
las regularidades y los rasgos más característicos del desarrollo 
de las matemáticas. 

La estructura de la obra contribuye a una mejor interpretación 
de los siguientes problemas: 

1. ¿Cuál es el objeto de estudio do la historia da las matemáticas 
y qué métodos so utilizan para los investigaciones científicas histó¬ 
ricas? 

2. ¿Cómo so desarrolla el proceso de formación de las representa¬ 
ciones matemáticas y los hábitos de trabajo, utilizando medios 
matemáticos? 

3. ¿Cuándo y cómo so han formado las primeras teorías matemá¬ 
ticas y cuál ha sido la influencio do los mismas en el ulterior desa¬ 
rrollo de esta ciencia? 

4. Aceren de las matemáticas elementales y los procedimientos 
del análisis matemático de los problemas de carácter discreto. 

5. Cómo los matemáticos han dominado el arte de la simulación 
con modelos continuos y, en general, del análisis infinitesimal. 

6. Acerca do las transformaciones de las matemáticas en el siglo 
XVIII en transcurso del cual se formaron las premisas de los funda¬ 
mentos clásicos de las matemáticas modernas. 

7. De cómo en las matemáticas del siglo XIX y comienzos del 
XX se ha formado el sistema de conceptos o ideas aceptado en la 
actualidad. 

8. Breves nociones acerca del desarrollo de las matemáticas en 
Rusia y on la URSS. 

Este libro, sin duda, será leído con gusto por mucha gente, en espe¬ 
cial por los estudiantes de centros de onseñanza superior que se 
interesan por las matemáticas. 



